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Двухвесовые неравенства для интегральных операторов 
в /^-пространствах и их приложения 

Получены двухвесовые £р-оценки с монотонными весами для интегральных опе­
раторов типа потенциала и для сингулярных интегральных операторов (см. теоре­
мы 1.8, 1.9). С помощью этих теорем получены весовые теоремы вложения для 
пространств С.Л.Соболева И ^ А " ; ^ • • ->^п)- Выявлены также весовые "эффек­
ты" для интегральных операторов, возникающих на основе интегрального предста­
вления В.П.Ильина, О.В.Бесова для областей в Ä n , удовлетворяющих условию J-
рога (см. теорему 2.2), а также для параболического потенциала и параболического 
сингулярного интеграла (см. теоремы 3.1, 3.3). С помощью этих теорем получе­
ны весовые теоремы вложения для пространств И^(£};ио,.. •, w n ) , определенных на 
области fi, граница которой не является гладкой (см. теорему 2.3). В частности, из 
этой теоремы получены весовые теоремы вложения для пространств С.Л.Соболева 
Wp(Ü; wo, . . . ,ш п ) для весов экспоненциального роста. 

Полученные весовые оценки обобщают соответствующие результаты А. Ф. Ко-
чарли [17], а также более ранние результаты С.В.Успенского [18] и частично резуль­
таты О.В.Бесова [19], П.И.Лизоркина [20], В.Г.Перепелкина [21]. 

1. 

Пусть Rn — n-мерное евклидово пространство, х = (a?i,..., хп), f = 
= (&>••. ,60 — векторы в Ä n , х - f = xifi + . . . + a?n£n, \x\ = (x - s ) 1 / 2 , 
А ? = Я " \ { 0 } , £ = { * е Я п : И = 1}. 

Рассмотрим действительную (n х п)-матрицу А с собственными числами 
Xj, Re Aj > 0 и 7 = tr А — след матрицы. Матрица А определяет однопараметриче-
скую группу At = exp (A lnt), t Е Я+ = {r Е Я; r > 0}, невырожденных преобразо­
ваний пространства Ä n . Через diag {Ii,..., / п } будем обозначать матрицу с числами 
Ii,..., / п на главной диагонали и нулевыми недиагональными элементами. С груп­
пой At связана гладкая в Щ ^-однородная метрика р : Щ —• Д + , p(Atx) = tp(x). 

Если х E Rn и г > 0, то шаром (сферой) с центром в точке х и радиусом г > О 
называется множество 

В(х, г) = {у; р(х - у) < r} (S(x} Г) = {у; р(х - у) = г} ) . 
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Пусть и — положительная измеримая функция в Rn. Через Lp{Rn,u) обозначим 
пространство измеримых функций /(ж), х Е Я п , с конечной нормой 

\f,LP(Rn,u)\=Q|/(aOlM*)<b) 1 < Р < о о . 
Я» 

При w = 1 LP(Rn,u) обозначим через LP(RN) или короче через L p , анорму |/, LP(RN)\ 

— через ||/||р. 
Пусть КА — заданная в RQ функция со следующими свойствами: 
а) Ка(х) = я(ж)а""7, х Е Я£, е с л и 0 < а < 7; 

б) в случае а = О, üfo есть Агоднородная функция степени —7, т.е. Ko(Atx) = 

= Г ^ о ( * ) . 

1 
jК0(х)\(Ах,х)\ах^ О, У W J T O W * - 1 * < 00 , 
Е О 

где w*0(t) = sup{|if0(a;) - К0(у)\; х, у E Е, |ж - г/| < 
Справедлива следующая 
Т е о р е м а 1.1. Пусть 0 < а < 7 , 1 < p < ^ = ^ — ~ . Тогда оператор 

f —* Taf = К а * / действует ограниченно из Lp в Lq, т.е. 

\\Taf\\q<C„\\f\\p- (1-1) 

Т е о р е м а 1.2. Пусть 1 < р < оо, функция KQ удовлетворяет условию б). 

Пусть также f E LP(RN) и при е > О 

To.JW = (Т0,.Л(») = / KoW(*-v)<hl, 
/>(»)>« 

T 0/(r)= eHm To,e/(*). 

1. Тогда Т о / существует почти при всех х E R N и Т о , € / npt* е —» 0 + сходится 
в L P к функции Т о / и 

1 Р Ъ Л < CpWfïïp, * > о> 
где Ср не зависит от е и f. 

2. Пусть TSf(x) = (3?/)(») = S U P Ро,./(*)| . Тог<Эо 

l | ï î / | | , < C p | | / | | p . (1.2). 

Теорема 1.1 доказана в работе Нери [1], а теорема 1.2 является распространением 
на недиагональный случай хорошо известного диагонального случая (т.е. матрицы 
А = diag { / 1 , . . . , / п }) — анизотропного аналога теоремы Зигмунда-Кальдерона об 
ограниченности в L P сингулярных интегралов. 
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Утверждение 1 доказано независимо Ривьере [2] и Гузманом [3]. 
Доказательство 2 проводится аналогично доказательству в диагональном случае 

At = diag {tai,..., tan} с помощью утверждения 1 и следующих двух теорем. 
Т е о р е м а 1.3 (см. [1]). Пусть f E Lp(Rn)7 1 < p < oo, 

А^/(х) = (МЯ(*) = в и Р ш ^ т / f(y)dy. 
B ( r , r ) 

Тогда 
Ц А / / | | р < С , | | / | | р . (1.3) 

Т е о р е м а 1.4. Пусть <р G 1а(Я п ) , <pc(z) = e"14>{Ai/ez)} ftp(x)dx = aQ < 

< oo, ф(х) = sup |<р(у)1 Tipu p(y) > p(x). Пусть f G Lp(Rn), 1 < p < oo. Тогда 

sup |(y,e * f)(x)\ < a0(Mf)(x), x G Rn. (1.4) 

Доказательство неравенства (1.4) аналогично доказательству в изотропном слу­
чае. При этом вместо сферических координат следует воспользоваться обобщенны­
ми сферическими координатами (х = (ж, р), где х = Арх, р = р(ж), ж G S). 

Т е о р е м а 1.5. Пусть 1 < p < оо, p' = р/(р — 1), и пусть функция ш > О 
удовлетворяет обобщенному условию Макенхаупта АР(В) (см. [4,5]) 

sup ^ Я Г 1 JLJ(Z) dx^j ^ ( B p 1 ju(x)^pl dx^j < oo, 

где В = {Б(ж, г),*ж G Ä n , r > 0}. 2?сли ядро Ко удовлетворяет условию б), то при 
/ G Lp(Rn,UJ) То/ существует почти при всехх E Rn и имеет место неравенство 

\T0f,Lp{Rn,u)\<C\f,Lp(Rn,u>)\ 

с постоянной С, не зависящей от /. 
Т е о р е м а 1 . 6 . Пусть 0 < а < 7 , 1 < р < 7 / а g = 7 2 g P . Следующие 

условия эквивалентны: 
1 ) существует такая постоянная С > 0 , что 

(/\raf{z)\*u,{z)*b<сЦ[f(x)\"w(x)dxyP 

öW произвольного f с условием \\№г^р\\р < оо; 
2 ) и > 0 удовлетворяет обобщенному условию Макенхаупта-Уидена Apq(B) 

[4]: существует такая постоянная С\ > 0, что А/иг любого В = B(xt г) Е В 

1 Ju(z)*'* dx^jlq (\B\~l jи{ху-*' dxj < Ci. 
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Теорема 1.5 анонсирована в [6]. 
Доказательства теорем 1.5 и 1.6 следуют рассуждениям работ [7,8,5] и опираются 

на оценки (1.1)—(1.3). 
В случае, когда В — семейство n-мерных кубов с гранями, параллельными ко­

ординатным осям, Ар (В) совпадает с известным условием Макенхаупта Ap(Rn)) а 
Apq{B)cApt{R»). 

В дальнейшем нами используется 
Т е о р е м а 1.7. Пусть 1 < p < g < оо, р' = р/(р — 1) и u(t), v(t) положи­

тельные на (О, оо) функции. 
1. Длж справедливости неравенства 

0 0 * q l/q °° \fp 

0 0 0 

с постоянной K\, не зависящей от tp, необходимо и достаточно выполнение уело-
вия 

\р/я / ) / \ р - 1 
sup ^ ju(r) drj 4 (^jv(r)l"pl dr^j 

t 0 

2. Для справедливости неравенства 

OO OO ^ jy^ oo 

(/U{T)\19{Г)DR DT) - ( /{<P{T)MT)DT) 

< oo. 

0 t 0 

с постоянной Къ, не зависящей от <р, необходимо и достаточно выполнение усло­
вия 

t \p/qr°r , V 1 

< о о . sup ^ jt*(r) d^j 4 ^ JV(T)1~*' drj 
0 t 

Заметим, что теорема 1.7 при 1 < p = q < оо была установлена Таленти и Тома-
зелли, на случай p < q этот результат был распространен Брэдли (соответствующие 
ссылки см. в [4]). 

Будем обозначать через Apq(j) множество пар весовых функций (o>,u>i), удовле­
творяющих условиям aj) либо 6i): 

ai) — возрастающие функции на (0,оо) и 

°° Р/Я Г^2 р - 1 
sup ^ J WiMr- 1 -™/'' dr^j ( j uir)1-*'^-1 drj < oo; 

t 0 

6i) C J , w i — убывающие функции на (0, оо) и 

Р/Я °° Р -1 
sup ^ JÜJ^T)^1 dr) ^ Jи>(ту-р'т-1-™'/* dr^j < оо. 

о t 
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Справедлива 
Т е о р е м а 1.8. Пусть 1 < р < оо, ядро Ко удовлетворяет условию б), а 

весовая пара ( C J , C J I ) принадлежит классу Ар(у) = А р р (7) . Тогда при / G Lp{Rn,Lü) 

То/ существует почти при всех х £ Rn и имеет место неравенство 

j |To/(*)|'W l(p(*)) d s < c / | / ( * ) | М Р ( * ) ) Л , (1.5) 

где постоянная С не зависит от /. 
С л е д с т в и е 1.1. Если u(t) при t > О возрастает (убывает), а функция 

w(t)t-ß убыв ает (возрастает) при некотором ß G (0, 1)) G (~7>0)), m o 

оператор То ограничен в Lp(Rn,oj(p(x))). 

З а м е ч а н и е 1.1. В случае А = diag { 1 , . . . , 1} теорема 1.8 доказана в [9] 
(см. также [10]), а в случае А = diag {/i,..., / п } — в [11,12] (см. также [13]). 

З а м е ч а н и е 1.2. Аналог теоремы 1.8 для сингулярных интегралов на груп­
пах Гейзенберга получен в [14]. 

З а м е ч а н и е 1.3. Отметим, что полученные условия в теореме 1.8, при ко­
торых оператор То ограниченно действует из Lp(Rn,w) в L p(Jî n,o;i), являются не-
улучшаемыми, так как существует ядро Ко, удовлетворяющее условию б), для ко­
торого выполнимость оценки (1.5) для монотонных весов порождает условия Ар(*у). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.8. Пусть / G Lp{Rn,<jj) и а;, ш\ 
— положительные возрастающие функции на (0, оо). Докажем, что То/(ж) суще­
ствует для почти всех х G Ä n . Для этого возьмем произвольное фиксированное 
т > 0 и представим функцию / в виде суммы fx 4 - / 2 , где 

'•<*> = { Г $ s'A «•> = *>-*«• 
По условию ш — положительная возрастающая функция на (0, оо) и / G I> p(Ä n, w), 
тогда fx G LP(R^). Следовательно, по теореме 1.2 То fx существует для почти всех 
х G Ä n . Теперь покажем, что То/2 сходится абсолютно для всех х: р(х) > т. 
Заметим, что из условия б) следует, что 0JK0(t) —• 0, t —» 0, т.е. функция Ко 
непрерывна на единичной сфере Е и, следовательно, C(KQ) =sup \К(х)\. Отсюда 

|То/ 2(х)| < С(Ко) j ^ _ у ) 7 dy < [-) С(Ко) J _ _ — 7 — - dy, 
p(y)<r/2 Р(У)<Г/2 

так как р(х — у) > р(х) — р(у) > г/2. Применяя далее неравенство Гельдера и 
переходя к обобщенным сферическим координатам, получим 

|ГоЛ(*)| < Cr-<l*\f,Lp{Rn,u)\{J U(t)l-» f-1 dt 
о 
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Последний интеграл по условию теоремы сходится, следовательно, TQ/2 С Х О Д И Т С Я 
абсолютно для всех х: р(х) > т. Так как Щ = UT>o{»; р(х) > г}, то из этих 
рассуждений вытекает существование Tof(x) для почти всех х £ Rn. 

Теперь оценим |То/, L p(Ä n,o;i)|. 
Пусть cJi — произвольная непрерывная возрастающая функция на (0, оо) такая, 

t 
что &i(t) < 5Ji(0) = wi(0+) и Ui(t) = /<р(т) dr -f ôTi(O), t € (0, oo) (существо-

o 
t 

вание таких Ui очевидно, например &i(t) = J w i ( r ) dr 4- wi(Û+) < wi(tf)). 
о 

Отметим, что из условия ai) вытекает справедливость следующих соотношений: 

3 Ci > 0, Vi > 0 wi(t) < Ciw(t/2), (1.6) 
оо */2 р__х 

3 С 2 > 0, Vi > 0 у>(г)г-^- 1 ) dr j ̂  jw(r)1-*'V7"1 dr j < C 2 . (1.7) 
t 0 

Соотношение (1.6) следует из того, что 
оо 

JuifâT-1^-!) dr > ( 7 I Ü ; I ( * ) * " T ( P " 1 ) , 
t 

t /2 

0 

а (1.7) следует из следующих неравенств: 

У ̂ (r)r-^-" 1 ) dr = Jy>(r) dr У*Л̂ 1"̂ -̂1) dÄ < 
t t r 

oo X oo 

< j x - l - ^ ' ^ d \ J<p(r)dT< JU1(T)T-1-'^-1UT. 

Имеем 

\TQf, Lp(Rn. < (J \Tof(x)\P dx j <p(t) dt) + 

й» о 

+ («i(0) J\T0f{x)\" dx^) , P =Ax + A2. 

я» 
Если w(0+) > 0, то Lp(Rn,w(p(x))) С ip(Ä"), а если w(0+) = 0, то из Wi(t) < 

< ui(t) < Cu(t/2) вытекает, что &i(0) = 0. Следовательно, если w(0+) = 0, то 
А2 = 0. 

118 



Если w(0+) > 0, то / £ Lp(Rn) и потому 

А 2 < e(u>!{0) J\f(x)\"dxyP < <?(/\f(x)\PUl(p(x))dxy/P. 

Теперь оценим Ai: 

Ai < ( j<p(t) dt J \T0f(x)f dx^j < A u + A 1 2 , 

где 

A p

n = j<p(t)dt y J y Ko{x-y)f{y)dy 

0 p (r )> t p ( » ) > t / 2 

00 

= У?W di j \ j K^X
 - УШУ) аУ 

0 p ( x ) > t p ( y ) < t / 2 

da;, 

dx. 

Далее из соотношения 

У l / ( y ) l ^ y < ; ^ У 1/(У)1МР(У))^ 
р(у)>*/2 р(у)>*/2 

вытекает, что / G ЬР({2/; />(у) > для любого t > 0. 
Поэтому если учесть (1.6), то в силу теоремы 1.2 имеем 

Аи<с( j<p(t)dt J \f(x)\"dxyP = c(j\f(z)\'dx J <p(t)dt)1/P 

0 p ( r ) > t / 2 й * 0 

< С(У|/(х)Ра; а(2р(х))^у / Р < С|/ , 1 р(Д п,а;(р(х)))|. 

Оценим Л п. При р(х) > 2, /э(у) < t/2 имеет место \р(я) < р ( х — у) < §/>(я), 
эгда 

J J у л : о ( г - г / ) / ( у ) ^ | Р ^ < с ( Я о ) / ( / p ( * - » ) " 7 l / ( t f ) l < f o ) P < f c < 
»)>* P(ï)<*/2 />(*)> t />(у)<*/2 

/>(*)>* />(ï)<*/2 
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Перейдя к обобщенным сферическим координатам по формулам х — Арх, р = 
= р(х), х E Е, получим 

со У р(х)-™ dx = J\(А5,х)\dx j p 7 - i - 7 P d/> = СГ~™. 
p(a?)>t £ t 

Подбирая с* > 7 + j/p' и применяя неравенство Гельдера, имеем 

t /2 , 

£ / 1/(У)1 <*У = / 1ИШ dy j p-*-°-l\f(Apy)\dp J s""1 ds = 
p ( y ) < t / 2 E 0 

*/a t /2 

= Z^"1^ / \f(v)\p(v)-°dv< Jsa'lds(^ J \f(y)\Pp(yy^dy^ Px 
0 6<p(y)<t/2 0 «<p(»)«/2 

y i t / 2 

*( У p ( y ) ( 7 ~ a ) p ' d y ) * <C Js™'*'ds[ J \f(y)\Pp(y)-™dy^ P-
s<p{y)<t/2 0 *<p(v)<t/2 

Следовательно, 

Ai2<c{J<p(2t)t-'b-1) J S ^ ' P ' ^ j \f(y)\pp(y)-ypdyyPds'AJ1'*. 
0 0 p ( y ) > . 

Учитывая (7) и теорему 1.7, имеем 

о P(V)>' 

о />(»)>« 

/ /• v \1/р / /• \1/р 

= Ш\РР(УГур dy у W ( * ) e - l + " <fcj < C(J |/(î/)|pu,(p(y))dy) . 
я« О я» 

Объединяя оценки Ai и Лг, получаем (1.5) для u>i = ô7i- Отсюда в силу теоремы 
Фату о предельном переходе под знаком интеграла вытекает справедливость (1.5). 

Наконец, в случае w, wi положительных убывающих функций доказательство 
проводится по схемам вышеизложенных рассуждений с учетом убывания весовых 
функций. 
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Близкими рассуждениями доказывается также аналог теоремы 1.8 для оператора 
Та, 0 < а < 7 . А именно справедлива 

Т е о р е м а 1.9. Пусть 0 < а < у, 1 < р < ^ — ~ = ~ и весовая пара 

— монотонные положительные на (О,оо) функции. Для справедливости 
неравенства 

J |Г в/(*)|»о»1(р(*)) dx) U q < c(^J\f(x)fw(p(x)) d x ) ( 1 . 8 ) 
Rn Rn 

необходимо и достаточно, чтобы весовая пара (и,их) удовлетворяла условию 

Äpq(y). 

З а м е ч а н и е 1.4. В случае А = diag { / ь .. . ,/„} теорема 1.9 доказана в 
[11,12] (см. также [10]). 

З а м е ч а н и е 1.5. Аналог теоремы 1.9 в случае однородных групп также 
справедлив (см. [15]). 

Целью разд. 2 является получение весовых теорем вложения для пространств 
С.Л.Соболева Wp(Q;uo, -.. ,w n ) , определенных на области fi, граница которой явля­
ется гладкой. С этой целью изучается поведение в весовых Lp-пространствах 
анизотропных интегральных операторов, возникающих при использовании инте­
гральных представлений В.П.Ильина, О.В.Бесова (см. [16, с.83]). Полученные ве­
совые оценки обобщают соответствующие результаты А.Ф.Кочарли [17], а также 
более ранние результаты С.В.Успенского [18] и частично результаты О.В.Бесова 
[19], П.И.Лизоркина [20], В.Г.Перепелкина [21]. 

Снаыала приведем некоторые обозначения, определения и вспомогательные све­
дения. 

Через х = (х\,..., я„), у, z обозначаются точки n-мерного евклидова простран­
ства Rn. Для мультииндекса с целочисленными компонентами будем, как правило, 
употреблять символы k = (Ai, . . . , &п), /, тп. 

Положим Dj = д/dxj, Dk = D* 1 . . . D * w , vx = ( t i A l , . . . , Vх-), v > 0, xvx = 
= {xlvx\...ixnvx-)1 xv'x = (x1v-x\...,xnv-x*)1 (М) = Е Г = 1 * . А . . 

Пусть fi — область n-мерного евклидова пространства вида 

fi = {х = (а?', *„); х' = (хх,..., * n - i ) G Ä n ~ \ ф1) < хп < со}, (2.1) 

где функция (р) описывающая границу, удовлетворяет "анизотропному" условию 
Гельдера 

- f(y')\U < M £ \xi - у.-|'-" (2-2) 
*=1 

(/{ — неотрицательные целые, i = 1 , . . . , n). 
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Отметим, что если некоторые lj > / п , то легко видеть, что <р(х') не зависит от 
XJ . В случае неравных /» (/,* < / п , * = 1 , . . . , п - 1) допускаются, например, области 
с вырожденными углами. 

Как известно, область с границей, удовлетворяющей "анизотропному" условию 
Гельдера, удовлетворяет и так называемому условию рога, т.е. если х — произволь­
ная точка области Q, то х + R(l) С £), где 

Щ = {У; Уг > 0, 0<а,-Л < $ < (<H + e)h, i = 1 , . . . , n, 0 < Л < г < оо}, 

x + R(l) = {x + y; уеЩ}. 

Точнее, имеет место 
Л е м м а 2.1 [17]. Пусть Q имеет вид (2.1), рог 

Щ = {у, У* > 0, 0 < а,-& < у|* < (а̂  + е)Л, г = 1 , . . . , п, 0 < h< г}, 

п - 1 

а п > М ^ ( а , + е). 

Тогда для произвольной точки х £ Q, х + Ä(/) С П. 

В дальнейшем будем предполагать, что параметры рога R(l) выбраны таким 
образом, что для любого i £ f i i + R(l) С ß. 

Обозначим 
р(х, diï) = inf{р(х - у); у G Ш } , х Е Й , 

где 

/>(*) = £ N " ' 1 - ( т.е. А = diag { £ , . . . , ^ 1 , l } ) . 

Функцию р(х,ди) будем называть обобщенным или "анизотропным" расстоянием. 
Заметим, что при одинаковых /» обобщенное расстояние эквивалентно обычному 
расстоянию до границы области. 

Л е м м а 2.2 [17]. Пусть Q имеет вид (2.1). Тогда для любой точки 
х £ Q р(х, dû) эквивалентна ж(х) = хп — <р(х'); точнее, 

з Со > о, У ж е й С о Ф ) < р{х, да) < ф). (2.з) 

Заметим, что в случае ß = Ä£ = {х = (ж', x n ) G Я п ; жп > 0} Со = 1. 
О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что функция /, определенная на Q, 

принадлежит весовому пространству И^(0;а>о5... ,u>n), если / имеет на Q обоб­

щенные по Соболеву производные D1^f(x) [16], i = l , . . . , n , tt конечна норма 

n 

| / , И£(0;«о, - - - ,«„)| = | / , М П , wo)| + £ ДО/, M n . " 0 l -

i=l 
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Приведем интегральное представление функции через ее производные по рогу 
R(l) из работы [16]: 

fe(x) = fr(x) + J2 / lh^i{yh^)DlCf{x^y)dydhy (2.4) 

где or = ( < 7 i , . . . , < r n ) , Ъ = 1Д , * = l , . . . , n , k | = £ Г = 1 0 Ч , Л > 0, / г ( ж ) = 

= г~'а' / Фо(уг~0)/(х -r y)dy — усреднение функции / . Гладкие финитные ядра 
А * 

Ф| G С'о°(Дп) сосредоточены в произвольном наперед заданном кубе из первого ко­
ординатного угла и такие, что 

j<f>i(x)dx = 0 ( i = l , . . . , п ) . 

Ввиду указанной выше произвольности носителей Ф,- фактическое интегрирова­
ние в правой части (2.4) проводится лишь по точкам у G R(l)-

Рассмотрим следующий интегральный оператор, играющий важную роль в те­
оремах вложения, получаемый на основе интегрального представления (2.4): 

*.*/(*)= / Kr{y-x)f{y)dy, (2.5) 

где 

Kfr{x) = j ${xh-*)h~l-W+a dh} 0<e<r< oo. 

Т е о р е м а 2.1 [16]. Пусть носитель функции Ф G Co°(Rn) содержится 

внутри первого координатного угла^Ф(х)ах = 0, / G Lp(Rn), 1 < p < q < 

< oo, et = \<r\(l/p— l/tf). Тогда оператор / —* Kfrf задает ограниченное отобра­

жение Lp в Lg, причем \\K?rf\\q < Cpq\\f\\p. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть Q имеет вид (2.1 ), 1 < p < q < оо, а = |сг|(1 /р— 1/q) и 
весовая пара монотонных функций (с*>(р),^i(p)) (здесь ш(р) = w(p(x, dQ)), ui(p) = 

= wi(p(a?,ôft))) удовлетворяет условию аг) либо условию 6 2 ) : 

аг) cj, o;i — возрастающие функции на (0, оо) « 

3 О 0, V p G (0,00) ui{pflq < Сш(С0,р); 

6 2 ) u>, — убывающие функции на (0, оо) u 

s u p ( j / " Ul(p)dpy ^JU(p)^'p-L-P'^dPy < o o . 
0 t 
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Тогда оператор f —• Kfrf задает ограниченное отображение Lp(Q,w) в Lq(ÇltuJi)r 

причем 

( У I Ü T S / C * ) ! « « ! ^ * , e n » А » ) 1 / В < с Ц | / ( * ) 1 М Р ( * > » ) ) « Ь ) / Р . (2.6) 
n n 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / Е Lp(ß,w), а ш(р) = ы(р(ж,дй)), u>i(p) = 
= wi(/?(a;,ôfi)) — положительные возрастающие функции на (0,оо), удовлетворяю­
щие условию &2). 

Пусть Ui — произвольная непрерывная возрастающая функция на (0, оо) такая, 
t 

что < ùjx(t), &г(0) < wi(0+) и Ô7i(t) = J>(r) dr + 2>i(0), t E (0,oo). 
о 

Оценим 
^ • a " ) V I / , 

Zf,Lt{U,WÙ\<(j\KZf{x)\*dz j <p(r)dr) '+ 
0 

+ ^ х (о ) y | i C / ( * ) l * Л?) ' = Bi + в 2 . 
n 

Если ш(0+) > 0, то Lp(ß,u>) С Lp(Çl), а если w(0+) = 0, то из wï(t) < < 

< Cw(Cot)q/p вытекает, что uTi(û) = 0. Следовательно, если о>(0+) = 0, то В2 = 0. 
Если же о;(0+) > 0, то / E £ p (ß) и потому 

в2 < C S T I ( O ) 1 / * ( J!/(*)!' Л ) 1 / Р < с(I(^Р(ж,0О))Р/* 1 / Р < 

UP 

А теперь оценим J5i. Нетрудно показать, что при ж Е ß, у Е Д(/) г̂(у) > тг(ж) 
(см. [17]). Если учесть, что вне рога R(l) К"г(х) равна нулю, то в силу условия а 2 ) 
теоремы 2.1 и леммы 2.2 имеем 

B1=(J<p(r)dT J \Kfrf{x)\* dx^ q = 
P (r ,an)>r 

oo 

\dy 

i r ( r ) > T *(у)>т(*) 

d z ) = 
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(^J9{r)dr J I j K?r(y-z)№dy'<b) '< 
0 ir(x)>r ir(y)>T 

<Cy<p(T)dr( J \f(xndxy 

\ P/9 11/P 
< <с[У|/(»)р( j p(r)A-) dx 

n 0 

< 

Объединяя оценки Bi и J92, получим (2.6) для ш\ = SJi. Отсюда в силу теоремы 
Фату о предельном переходе под знаком интеграла Лебега следует справедливость 
(2.6). 

Рассмотрим теперь случай, когда (w,wi) удовлетворяет условию б 2 ) . 

Пусть / E Lp(Q,o;), au?! — произвольная непрерывная убывающая функция 
— _ — оо 

на (0,оо) такая, что w\ (t) < u>i(t), Ш\ (оо) = a>i(oo) и W\ (t) = Jiß(r)dr-j-t 

-h ö7i(oo), t E (0,oo) (существование таких û)\ очевидно, например 

t 

Отметим, что из условия б 2) вытекает справедливость следующих соотношений: 

3 О О, V t Е (0, оо) шгфофУ'* < СЭД*), (2.7) 

sup^ У" tf(r)rdr^ ^ш^у-Р'т-^'ит^ < с о . (2.8) 
о t 

Соотношение (2.7) следует из того, что 

Cot/2 оо 

О t 

а (2.8) следует из следующего неравенства: 
C 0 t /2 С01/2 г Со*/2 С0*/2 C 0 t /2 

J V(r)rdr= J ^(r)drj dp = J dp j V(r)dr< J ui{p)dp. 
0 0 0 0 p 0 
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Имеем 

\КЖ19(а,щ)\ < Ц\K?rf(x)\*dx j ф(т)аг^ + 
+ ( иг (оо) J\K?rf(x)\* dx^j= Б 3 + S 4 . 

Если w(oo) > 0, то Lp(ß,ü>) С £p(ß), а если <J(OO) = 0, то из шг (t) < wi(t) < 
< Cu>(2t/Co)q/p вытекает, что ôïi (оо) = 0. Следовательно, если и(оо) = 0, то 
£ 4 = 0. 

А если и(оо) > 0 , то / Е Lp(ü) и потому 

ВА < Сшг ( о о ) 1 / ^ | / ( а : ) Р ^ у / Я < сЦ\/(х)\Мр(^Щ)ах^ 
n а 

Теперь оценим Вз. 

оо 

Bb<^ji){r)dT J I У K?r(y-z)f{y)dy 
p(xtdQ)<r р(У)дП)<2т/С0 

9 \ 1/? 
dx) + 

+ 
OO ^ -jy^ 

0 р(аг,ОП)<т р(у,дП)>2т/С0 

Далее, из соотношения 

р(у ,оП)<2т/С 0 р(у>дО)<2т/С0 

вытекает, что / Е £р({2/ £ ß; /?(у, 9ß) < г}) для любого г > 0. 
Поэтому если учесть (2.7), то в силу теоремы 2.1 и обобщенного неравенства 

Минковского имеем 

S3i<c[JV)( J \f(x)f dxy/P
 dr 

p(x,an )<2i7c 0 

< С У \f(z)r ( У V(r) d r ) ' " d s ] < 

< С ( У l / ^ P w ^ ^ ^ . ô n ) ) ^ ^ ) 1 ^ < C| / , I>(ÎÎ | W ) | 
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Оценим Б32: 

В32<Суф(т)ат / ( / l/(vM« - tf)e"W **] 
/>(г,ОП)<т р(у,дП)>2т/С0 

О 

Далее, в силу леммы 2.2 имеем 

А(т)<[ / ( / l/(y)|p(^-yr4<7,d2/)'̂ ] * 11/9 

* ( г ) < т 1г(у)>2г 

оо 

У dx'dzn (JdlfJ Ш, Vn + *>(î/))l> 
*»<¥>(*')+ r 

) *1 I / 9 
J , 

здесь р(«) = ЕГ=1 
Делая замену 77' = у7, f = ж' и £ п = а?п — у>(а?'), имеем 

т оо 

Я * " 1 О Я * " 1 2г 

Л 1/$ 
Легко показать (см. [17]), что 

PW - С» ч» + Р ( Ч О - 6. - vi?)) > Cp(n - i). 

Применяя обобщенное неравенство Минковского, получим 

Т 0 0 

^4(r)<C7[y dÇn J d?(J dr,„ У Ш.Чп + МШч-О-Ма^У 
О Я » - 1 2т Я * - 1 

т оо 

<с[у(ув(б,,1ь)(|1ь) 
О 2т 

1/« 

где 

я(сП 11ь)=[ у ( у i / ^ ' . ^ + ^ i ^ - i r - 1 " ^ ' ) ' ^ ' ] 1 7 ' . 
Я » - 1 Л » - 1 
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Применяя неравенство Юнга при условии ~ = ^ + £ — 1, имеем 

Тогда, если учесть, что при 0 < fn < г, rjn > 2т \£п — Цп \ > §*7п, имеем 

А(т)<С jQ\Vn~(nrl/rfi(Vn)drin) 
О 2т 

1/1 

ОО 

2т 

Следовательно, 

я 11 /* с[У̂ (т)г̂  J i,"'fi(vn)dr, ny dr 
" 2т /Co 

Учитывая (2.8) и теорему 1.7, имеем 

f f z \ 1 / р Bz2 < С (J i£ ' Я(»?»М»ьК / г dibJ = 

= / Ш, Vn + ^ ' ) ) Р " Ы A f o d r / ) = С(/l/(*)IM*G0) dy 

<c(/l/(y)IM/>(v.«n))<fo) 

n 

1/р 

1 /р 

Объединяя оценки Вз и В4, получаем (2.6) для ых =u>i. Отсюда в силу теоремы 
Фату о предельном переходе под знаком интеграла Лебега следует справедливость 
(2.6). 

Теорема 2.2 доказана. 
С помощью теоремы 2.2 доказывается 
Т е о р е м а 2.3 [11 , 12]. Пусть Q имеет вид (2.1), весовые пары 

(coj(p(x}dQl))iuj(p(x)dÙ)))J j = 0 ,1 , . . . ,п , удовлетворяют условиям теоремы 2.2. 
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Тогда при к = (ки...,кп), / = ( 1 Ь . . . , / „ ) , ( * . 1 / 1 ) < 1 , ( * + 1/р - 1 / « , 1 / 0 = 1 , 

1 < p < g < оо имеет место непрерывное вложение 

DkWJ,(n;w0,...,Wn)<->Lq(Q,u). 

При этом справедливо неравенство 

\Dkf,Lf(П,ы)| < C\f, W^QiUo,...,ы„)| 

с постоянной С, не зависящей от f. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к обеим частям (2.4) операцию диффе­
ренцирования D*, находим 

n * f 

DkMx) = Dkfr(x) + (-l)WJ2 I / « - к | - ( * ^ Ф р ^ а ) ^ ! 7 ( « + у ) ^ Л . (2.9) 
*=1 e Rn 

В силу теоремы 2.2 имеем 

г 

уJv-\°\-(k-^k\yv-<')Dlif(x + y)dydv,Lq(U,w) < 
£ Rn 

<С|2#7,Ь,(П,«.-)1. i = l,...,n, 

а также 
\Dkfr,Lq(Ù,w)\<C\f,Lp(a,wo)\. 

Таким образом, объединяя оценки, получаем 

ID*/ . , Х,(П, w)| < С | / , й^(П,ы 0 , • • - , «„ ) | . 

Для завершения доказательства теоремы устанавливаются два факта: во-пер­
вых, показывается сходимость Dkfe к некоторому элементу из Lg(0,u) при е —•* 
—» 0-f; во-вторых, доказывается, что этот предельный элемент является обобщенной 
производной Dk f функции / , к которой сходятся fe при е —• 0+ (см. [17]). 

Таким образом, 

\Dkf, Х 9 ( Й , « ) | = lim |L>*/«, Ü , < С | / , И^П,wo , - - . , « n ) | 

и теорема доказана. 
Отметим, что в случае Q = ÄjJ и весов о>, wo,-.. ,^п , зависящих только от 

Р(») = £ ? = i M 1 ' " * (« = («ь •••.«»)> о,- > 0, i = l , . . . , n , |а| = а,-), 
применяя теоремы 1.8 и 1.9, в случае А = diag { a i , . . . , a n } мы получаем следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 2А. Пусть весовые функции w,wo,. - •, w n зависят от 
р(я) = Yl]=i la?/l1//ÄJ'j а весовые na^w (ау,а;), jf = 0,1, . . . , п , принадлежат классам 
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Â p g(|a|). 'Тогда при к = ( f c i , . . . , kn), а,- = 1/IQ, * = l , . . . , n , I — (/i,. •. Jn)} 

(к, l/l) < 1, (Jb + 1/p - 1/g, 1/0 = 1, 1 < P < Q < oo имеет место непрерывное 
вложение 

DkWl(Rn;uö)... , 0 с . I g (Ä n ,ü , ) . 

Заметим, что теорема 2.4 в случае p = g, u>(/>) = ^о(/>) = . . . = <jn(/?) = 
- | а | < ß < | а | (р - 1) доказана Ю.С.Никольским [22], а в случае p = g, cj(p) = 
= wo(p) = • • • = ^n(p) и при некоторых дополнительных требованиях автором [23]. 

Отметим, что в случае ft = = { (» i , . . . , > 0, i = rn, га + 

+1,...,s} и весов u) W O ) • - .,wn) зависящих только от X =̂m l^tl1'0'» 1 !̂  w ^ ^ 
< 5 < 5 < n, также получены весовые теоремы вложения для пространств Wp(Q, 
(J i , . . , ,w n ) . При этом доказана ограниченность в весовых Lp-пространствах анизо­
тропных интегральных операторов вида 

(Kaf)(x)= J Ka{y)f{x + y)dy) 0 < C < | Û | , (2.10) 

Ä

+n. 

где Ка — функция, определенная в R%£ei удовлетворяющая условиям: 

а) Э С > 0, Va; Е Д+» \Ка(х)\ < c(j^=1 Ы 1 ^ ) ' если 0 < а < |а|; 

б) в случае а = 0 Ко есть A t = diag { t û l , . . . ,<а*}-однородная функция степени 
— |а|, т.е. 

iY0(taa;) = Г » а ^ 0 ( х ) , / tf0(*)^o.x?<fe = О, f и Ko(t)rl
 dt < оо. 

Здесь 

= s л m̂?«> «*.(*) = sM\Ko(x) - * 0 ( » ) l ; » , » 6 I* -1,| < * } 

и интеграл (2.10) следует понимать в смысле главного значения. Эти результаты 
обобщают соответствующие результаты С.В.Успенского [18], Т.А.Тимана [24]. 

В случае тп = s = n, т.е. Rj£e = Ä+, приведем один из результатов. 
Т е о р е м а 2.5. Пусть 1 < p < q < оо, ^ — ^ = г^, jrôpo i f a удовлетворяет 

либо условию а), либо б) u весовая пара (w,o>i) удовлетворяет либо условию аг), 
./ш̂ Го 62) при условии Со = 1- Тогда имеет место неравенство 

( J|ff«/(*)|«wi(*n)<k) ' ' < < ? ( / | / ( * ) Р ы ( х „ ) ( 2 . 1 1 ) 
я ; я-

С л е д с т в и е 2.1. Оператор / —» Ä a / > 0 < а < |о|, действует ограниченно 

из Ьр{Щ,е*~) в Х в ( Д » , е К ) при 1 < р < 9 < оо, 1 - 1 = /9 > 0. 
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С л е д с т в и е 2.2. Оператор f —• Kaf, 0 < а < \а\, действует ограниченно 

из Ьр(Щ,,фп)) в Ь^НЪфп)^), \ - \ = jfp 1 < р < * < оо, Ai* лю^ыа; 

возрастающих функций ы. 

Для степенного веса а>(жп) = а?£, /? > 0, следствие 2.2 при p = q, а = 0, т.е. для 
сингулярного интеграла iï"0/, получено в [18]. По-видимому, для весов экспоненци­
ального роста ограниченность сингулярного интегрального оператора / —> Kof в 
весовых £р-пространствах впервые была доказана в [13] (см. также [11,12]). 

Отметим, что теорема 2.3, в частности, положительно отвечает на один из во­
просов проф. Х.Трибеля [25] о том, можно ли получить весовые теоремы вложения 
для весов экспоненциального роста. 

3. 

Пусть R l + l = { ( M ) ; х Е ß n , t > 0}, A = diag { l , . . . , l , m } , [xtt]m = 

= {\x\2m+t2)ll2m, m E N, "параболическое" ядро K(z,t) = G(xt-l/m)t-l~n'm, G G 

E C(Rn) f]L(Rn) удовлетворяет следующим условиям: 

JG(x)dx = 0 (3.1) 

я» 

и для некоторого Л, 0 < Л < 1, 

/"(I + [ х | Л ) [ | С ( х ) | + I v G(«)|]«te = 0, (3.2) 

г д е у а д = ( £ а д , . . . , ^ е д ) . 

Рассмотрим введенный Джонсом [26] параболический сингулярный инте­
грал (ПСИ) вида 

t-e 

Kf{z, t) = Дт J JK(x-y,t- r)/(y, r) dy dr. 
0 Rn 

Ограниченность в Lp оператора f —> Kf доказана в [26,27]. 
В случае, когда весовые функции C J , W\ зависят от [a;, J ] m , 7 = n + m и весовая 

пара (cj,o>i) принадлежит классу _Л р(т1+т), неравенство (1.5) справедливо для ПСИ 
К f. Это утверждение вытекает как следствие из теоремы 1.8. 

Также справедлива 
Т е о р е м а 3.1 (см. [28,29]). Пусть 1 < р < оо, ждро K(x,t) удовлетворяет 

условиям (3.1), (3.2) и весовая пара (o>,wi) удовлетворяет либо условиям аз), либо 

бз): 

9* 
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а з ) и>, (j\ — возрастающие на (0, сю) функции и 

00 */2 р-1 
sup ^ jcji(r)r""p dr^j ^ JUJ(T)1~p' drj < oo; 

t о 

63) и, ui — убывающие на (0,oo) функции и 

3 С > О, V t G (0,оо) wi(t) < Cu(t). 

Тогда неравенство 

J \К/(х,г)Ри>г({)ахА<С J \f(ztt)\>u>(t)dzdt (3.3) 

справедливо с постоянной н е зависящей от /. 

С л е д с т в и е 3.1 [29]. Я^/сть wi = w G = {w; а> î , u(t)t~ß J,}, 0 < 

< ß < p - 1, иди a>i = о; G Aß = {а;; и |, u){t)t~ß |}, ß <0. Тогда неравенство (3.3) 

С л е д с т в и е 3.2. £слг* шх = и — любая убывающая функция на (0,оо), то 
неравенство (3.3) справедливо. 

З а м е ч а н и е 3.1. Результат, вытекающий, в частности, из следствия 3.2 
о том, что оператор / —• Kf ограниченно действует в Lp(R1^"1

1t~ß) при ß < О, 
является новым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / G Lp(Rr^t1

iu)i а о/, a>i — положитель­
ные убывающие на (0,оо) функции и удовлетворяют условию 6 3 ) . Тогда Kf(x,i) 
существует почти для всех (xyt) G Я + + 1 (см. теорему 1.8). 

Пусть Qi — произвольная непрерывная убывающая функция на (0,оо) такая, 
оо 

что wi(t) < cji(i), £1(00) = o;i(oo) и Qi(t) = fip(T)dT + L)i(oo), t G (0,oo). 
t 

Оценим \Kf,Lp(Rn

++\L>x)\: 

\Kf,Lp(Rl+\u,l)\=[ J IKffatWûiWdzdty h < 

<(^J \Kf(x, dt
 JlK7")*") (шх{оо) j \Kf{x,t)\* dxdt^,P =zA + B. 

Д . + 1 t Ä » + l 

Если w(oo) > 0, то L p (Ä+ + \a;) С £ P ( Ä + + 1 ) , а если ш(оо) = 0, то из £i(t) < 

< w iC0 < Cüj(t) вытекает, что wi(oo) = 0. Следовательно, если C J ( O O ) = 0, то В = 0. 
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А если cj(oo) > 0, то / £ L p (/£" + 1 ) и потому 

B < № i ( o o ) 1 / p ^ j \f(z,t)\pdzdt^J h <С{^ f \1(х,г)\ри(г)аха? / Р 

Далее, если учесть, что при 0 <t < т 0 < \ < t => 0 < \ < т, то в силу условия 
6 3 ) и ограниченности в L p оператора / —*- Kf имеем 

ОО Т I 

= y ^ ( r ) d T J j\j JK(x-y,t-\)fT(y,\)dyd\ R* 0 O R * 

P 
(ft < 

O O O O T 

< C J r P { r ) d r J \fr{x,t)\*dxdt = J${T)dT jj\f{x,t)\?dxdt = 

О 0 Ä Ä Ö 

oo 

= C J \f{x,t)\*dxdt Jj>{T)dT<C J \f(z,t)\PLj(t)dxdt. 

Здесь fr(x,t) = /(x,t)x({(x,^); 0 < t < r, ж G Ä n } ) , x (^) — характеристическая 
функция множества X. 

Объединяя оценки Л и Б, получим (3.3) для u>i = wi . Отсюда в силу теоремы 
Фату о предельном переходе под знаком интеграла Лебега вытекает справедливость 
(3.3). 

В случае, когда и, и>\ удовлетворяют условию аз), рассуждениями, аналогич­
н ы м и рассуждениям из доказательства теоремы 1.8, получим неравенство (3.3). 

Параболический потенциал На<р, а > О, введенный в [31], определяется в обра­
зах Фурье равенством 

F[Ha<p](Ç, г) = №2 + iT)-a/2F[№, г) 

(явное выражение На<р см. ниже (3.4)). Этот потенциал, являющийся по существу 
отрицательной степенью дифференциального оператора — Ах -f d/dt, возникает при 
исследовании уравнений типа теплопроводности [1,2]. 

В работах [32,33] доказана ограниченность действующего из L P (Ä" + 1 ) в I , g (Ä" + 1 ) 
параболического потенциала 

HaV(x,t) = -4-т / ^-"-^е-М'^ф -y,t- r)dydr (3.4) 
7n(<*) J 

R?1 

при условии 1 < p < « < oo, $-\ = s fä , 0 < a < s j * . 

Из теоремы 1.9, в частности, следует 
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Т е о р е м а 3.2. Пусть 1 < p < q < оо, 0 < а < j - j = ^fî> весовые 

функции монотонны и зависят от [z, t] = (|я| 4-f t 2 ) 1 / 4 . Тогда для справедливости 
неравенства 

необходимо и docmamouHOj чтобы весовая пара (uj,ui) принадлежала 

классу Ард(п + 2). 
Справедлива также 
Т е о р е м а 3.3. Пусть 1 < p < g < оо, 0 < а < 2±i , i - ± = ^ u весовая 

пара (UjUJi) удовлетворяет условию либо г,^), либо 6 4 ) : 

а4 ) и j u)\ — возрастающие функции на (0, оо) и 

vi*,*1? Ч Р - 1 
sup ^ jünfär-1-*'*' drj* 9 ^ j^r)1^' dr^j < 00; 

о 
6 4 ) CJ, wi — убывающие функции на (0;оо) и 

3 С> О, V t G ( 0 , о о ) w i W / f < Cu)(t). 

Тогда 

^ J ^aV?(a?,t)|çwi(t)&A^ Л < С ^ J \<p(xtt)\pu;(t)dxdtj '*. 
R n + l R * + l 

Теперь займемся обращением и описанием параболических потенциалов (3.4) с 
плотностями из весовых £р-пространств. 

Известно [34], что обращение параболического потенциала основывается на пред­
ставлении 

T£<V(M)= J W(y,r)K;ita(T№-Vëy,t-eT)dydT, 

где W ( E , £ ) = (47г£)~п/2ехр(— |у|2/4£) — ядро Гаусса-Вейерштрасса, 

Ki9a(t) = Ma,/)Г(1 + a)*)-1 £(- iycf (< - i)?, I > et > 0\ 
i=o 

x(a fi) = /(l-e-)V- e*. *} = {£' US 
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С помощью техники, разработанной С.Г.Самко и его учениками (см. [34]), а 
также в силу теоремы 3.3 имеем утверждения. 

Т е о р е м а 3.4. Пусть 1 < p < g < оо, 0 < а < j - j = ^ и в е с о в ы е 

функции и, ш\ монотонны и зависят от [ж,£] = ( | s | 4 4-1 2) 1^ 4. Если f = На<р, 

<p£Lp{Rl+\u;), (u>tu>i)EÄP9(n+2), mo<p = Taf=limT?f. 

Обозначим 

Я - [ ^ ( А ; + 1 , Ы ) ] = {/; / г Я а Р ^ б М ^ 1 . " ) } , 1 < Р < ^ * 

Т е о р е м а 3.5. Яустъ 1 < p < g < оо, 0 < а < I - i = ве­

совые функции ш, и>1 монотонны и зависят от [x,t]. Функция f принадлежит 

пространству # û [ L p ( i ? " + 1 , ш)], (w,u>i) G Äpq(n + 2) тогда и только тогда, когда 

f G ̂ ( Д р 1 , * ! ) , T«f G Lv{Rl+\u). 

Т е о р е м а 3.6. Пусть 1 < p < g < oo, 0 < a < I _ I = весо­

вые функции зависят от [x1t]J (u>}u>x) G Apq(n -f 2). Длл того чтобы функция f 

принадлежала пространству Ha[Lp(R++1 необходимо и достаточно, чтобы 

f 6 Lt(Rn

+

+1,Ul), \Te°f, L P ( ^ + 1 , W ) | < С, 

где С не зависит от е. 
Поступило в октябре 1992 г. 
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