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G :{gl,gz,...,gt}, K[Xl,xz,...,xn] de sifirdan farkli elemanlara sahip bir kime

olsun. Bu tezde G kiimesinin grébner bazi olup olmadigini belirleyen gerek ve yeter
kosullar incelenmistir. Pik indirgeme teknigi ile ax" +by™ + Z:cij.xiyj
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Let K[x,,X,,..., x| be the polynomial algebra in n variables over a field K

and G=1{g,,9,....0,} be a set of non-zero polynomials in K[x,x,,...,x.]. In this

thesis we have analyzed necessary and sufficient conditions determining whether the
given a set G is grobner basi. K. On the other hand using peak reduction technique,
we have contributed toward a classification of two variables polynomials having
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1.GIRIS Nil MANSUROGLU

1. GIRIS

Pik indirgeme metodu teorik bilgisayar biliminde oldugu gibi matematigin
farkli birgok alaninda kullanilan bir tekniktir. Bu teknik Whitehead [14] tarafindan
tanimlandi. Whitehead [l ] bu teknigi bir serbest grubun otomorfizmlerini
ilgilendiren algoritmik problemleri ¢ozmek icin kullandi. Ayrica bu ydntem grup
teorisi, topoloji ve diger baz1 alanlarda birgok problemin ¢6ziimiinde kullanilda.

Bu tezde, Pik indirgeme tekniginin, degismeli cebir ve afin cebir
geometrisindeki ilk uygulamalarini inceleyecegiz. Kullanilan bu teknik,

ax"+by™+ D cx'y’

im+ jn<mn
formundaki  polinomlart  smiflandirarak  iki  degiskenli  polinomlarin  bir
siniflandirmasini saglar.
Bu teknik genellikle verilen bir T doniisiimler grubunun islemi altinda
verilen bir P nesnesinin kompleksinin kanonik formunu bulmada kullanilir.
2. Bolumde tez boyunca kullanilan tanimlar ve bazi teoremler verildi.
3.Bolimde Grobner bazi incelendi. Grobner bazi 1965 yilinda Bruno

Buchberger [2] tarafindan tammlandi. K[x.,X,,..,x ], K cismi Gzerinde n
degiskenli polinom cebiri ve sifirdan farkli elemanlara sahip bir G = {gl, (o PR gt}
kiimesi olsun. Eger her f e 1 —{0} ve en az bir i € {L.2,...,t} icin Im(g; )/Im(f) ise
G kimesine bir grébner bazi denir. Birbirlerine denk kosullar verilerek
K[X., X; s X, ] N degiskenli bir polinom cebirinin G grébner bazi elde edildi. Eger
G=1{0,,0,,0} < K[X,X,,...x,] olmak izere G, bir grébner bazi ise her
f e K[X,X,,...,x,] icin G ile boliminden kalan teriminin tek oldugu gésterildi.

Ayrica bu bélimde groébner bazinin temel uygulamalar1 verildi.
4. Bolimde Pik indirgeme tekniginin degismeli cebir ve afin cebir
geometrisindeki uygulamalar1 incelendi. Pik indirgeme teknigi matematigin farkli

bircok alaninda ve bir serbest grubun otomorfizmleri ile ilgili algoritmik problemleri
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¢6zmek icin kullamldi. K[x,y], K cismi iizerinde iki degiskenli polinom cebiri

olsun. Pik indirgeme teknigi kullamlarak ax"+by™+ > c,x'y’ formundaki

im+ jn<mn

polinomlar1 siniflandirarak iki degiskenli polinomlarin bir siniflandirmasi sagland.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda grobner bazi ve pik indirgeme teknigi ile ilgili temel tanim ve teoremleri
verecegiz.

K[Xl,xz,...,xn], K cismi (Uzerinde n degiskenli polinom cebiri ve

T" = {Xl"1 X2 X e € NLi=12,..., n} baziyla bir K -vektor uzayi olsun.

2.1.Grobner Bazi

Tamm 2.1.1: K, bir cisim olsun. n degiskenli polinomlar kiimesini K[x,, X, ..., X, |
ile gOsterelim. K[Xl,xz,...,xn], degismeli bir halkadir. Ayni zamanda

K[X0, X 1o X, ] KiMesi, T" = {x%x .. x*|a, € N,i =12,...,n| baziyla bir K -vektor

uzayidir.
K" ={@a,a,,..a,)a K| kimesine afin n-uzay: denir.
K =R almirsa R" klit uzay: elde edilir. Verilen bir f € K[x,,X,,...,x,] polinomu,
K" den K’ ya asagidaki sekilde bir fonksiyon tanimlar.
K' —— K
(a.8,,..a,) 7 f(a,a,...a,)
Bu fonksiyon evaluasyon diye adlandirilir.
Omegin; f e K[xy], f =xy
K?——>K

(52)——> (52)=52=10e K

Tamm 2.1.2: f € K[x,,X,,...,x, ] olsun.

V(f)={@a,a,..a,)f(a,a,..a,)=0} kimesine f nin smfi denir.

Ornek 2.1.1: f =x*+y?—1e R[x,y] icin V(f) kiimesini yazalim.
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V(f):{(x, y)e Rz‘x2+y2—1:0} kimesi xy dizleminde merkezi (0,0),

yaricapi 1 olan bir cemberdir.

Tamm 2.1.3: f, f,,..., f. e K[x,%,,... x| icin

V(fl’fzv--'fs):{(aivazy " nlf &,8,,., 8 n) 01<|<S}

olarak tanimlanir. Dikkat edilecek olursa

V(f, f,,., f )= ﬂv

I<i<s
dir.
Daha genel olarak Sc K[x,X,,..., x, ] ise

() {(a'l =PRI nX (a1 &, Q n) OVfES}
dir.

Ornek 2.1.2: V(x2 +y° —1,x—3y2) kiimesini belirleyelim.
x> +y? —1=0 (0,0) merkezli, 1 yaricapli cember
ve
x—3y? =0 xy diizleminde bir parabol olup
V(X2 +y? -1, x— 3y2) bu her iki egri {izerinde bulunan tiim noktalarin kiimesidir.

f,,f,...f e K[Xl,xz,...,xn] olmak uzere f, f,,..., f; polinomlar tarafindan

uretilen ideali | :<fl, | PR fs> ile gosterecegiz.

Lemma211: | =(f,f,..,f), K[X,X,,.,x,] debirideal olsun.

V(1)=V(f, f,,..,f)
dir.

ispat: aeV(l) olsun. Her fel icin f(a)=0, f el igin f(a)=0 ise

aeV(f,f,,., f)dir. V(1)cV(f,f,,..,f,)olur.
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aeV(f,f,,.., f,)olsun. f el olsun.
f=uf, +u,f, +..+u,f olsun. u e K[x, %,,..,x],1<i<s
fa) = (uf,+u,f, +..+u.f.)a)
f(a)=u,(a)f,(a)+u,(a)f,(a)+..+u.(a)f.(a)=0

aeV(l) olur.

V(f,, f,,.., f)c V(1)
Sonug olarak V(1) =V(f,, f,,..., f,) dur.

Ornek 2.1.3: L=(x+y,X), | =(xy), J =<x+ Xy, X%, y2, y+ xy> kimeleri K[x,y]
de birer ideal olsun. L =1 = J oldugunu gosterelim.

X, Y € J olup olmadiginm1 gostermeliyiz.

(x+xy)—(y+xy)=x-yeJ ise (x-y) €

X2 +y? —2xy
AV W
eJ el e €]

—2xyeJ ise -xyed
X+Xy—-Xy=Xed, y+xy—xy=yeld

Onerme2.1.1. (f, f,,... f)=(f) ;... f) ise
V(f,, fy,.., £ )=V(1), f],.., )

S

dir.
Ispat: Bu énermenin ispat1 [2] de verilmistir.

Teorem 2.1.1: ( Hilbert Baz Teoremi )[2]
R, degismeli bir halka olsun. Asagidakiler birbirlerine denktir.

i) 1, R’nin herhangi bir ideali ise dyle f,, f,,..., f; € R vardir ki

| =(f,,f,,... f.) dir.
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i) Eger I, cl, c...cl, .. R deartan bir idealler zinciri ise bir N i¢in

Iy =l =lysp =... dir.

Ispat: I, R nin bir ideali ve | =(f,, f,,..., f_) olsun.
J= U |, idealini alalim.
i=1
(i) den dolayr J =(f,, f,,..., f,) olacak sekilde f,,f,,..., f, € R dir. O zaman bir N
icin f, f,,...,f el dir. Boylece I =1,,, =1, =... olur.
Simdi tersine |, < I, <...c | <... R de artan idealler zinciri ve bir N igin

Iy =1y =1y, = oOlsun.

| nin, R’de sonsuz Uretecli bir ideali oldugunu varsayalim.

f, € | alalim. <f1> # | dir.

f, e%f >alahm. <f1>c<f1, f2>¢ | dir.
1

f, e%f ¢, ) alalim (f)e(fuf) e (ff, f) =1 d.
1 72

Bu sekilde sonsuz artan zinciri elde edilir. Hipotezden bir s icin | =(f,, f,,... f,)

olup | ’nin sonlu tiretegli oldugu goriiliir.

Tanim 2.1.4: R, birim elemanli ve degismeli bir halka olsun. Eger R, Teorem

2.1.1. deki kosullardan birini sagliyorsa R’ye bir Noetherian halkas1 denir.

Teorem 2.1.2: R, bir Noetherian halka ise R[x] de bir Noetherian halkasidir.

Sonug 2.1.1: K bir cisim ise K[x,, X,,..., X, ] bir Noetherian halkasidir.
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Tanmm 2.1.5: x*,x? € T" olsun. Bir siralamanin tam siralama olmasi icin X“ < NG
x* =x" veya Xx*>x’ olmas: gerekir. Ayrica ¢, f e K[Xl,xz,...,xn] ve Im(g),
Im(f)’den daha kiigik olmak iizere f—%—>r seklinde f, g’ye gore r’ye
indirgenir. r’nin derecesi g’nin derecesinden kucuktir. Boylece bu indirgeme

sonludur ve bu siralama iyi siralama olur. Bitlin bu kosullar1 saglayan siralamaya

terim siralamasi denir.

Tanmmm 2.1.6: T", vektér uzayim disiinelim. Asagidaki kosullar saglanirsa T"
Uzerindeki bir "terim siralama" sina, "<" tam siralamadir denir. Terim siralamasina

gire x<x, Xx<yyada y<xdir. x<yve y<zise x< zdir.

1) 1< x,Vx* eT", x* #1 ise

2) Eger x* < x” ise x*x" < x’x’, ¥x' eT",

X = XA xg2 .. XM ise a = (o, ay,a,)e N" a, e NI<i <.

Tamm 2.1.7: T"  (izerinde X >X >.>X  ve a=(a,a,..a,),
p= (ﬂl, Lo ,Bn)e N" olsun. Eger iki farkli «; ve g, koordinatlarindan soldan ilk
bilesenden baslayarak o, < £, kosulu saglanirsa bu siralamaya alfabetik siralama

denir. Bu siralamaya kisaca lex siralamasi diyelim.

Ornegin, lex siralamasina gore x” < x2x; olur.

Tamm 2.1.8: x, > X, >...> X, olsun.

a=(a,,a,,..,a,)

B=(8,,5,....5,) olmak iizere eger

X <x/ oo <> B yada D =D B ise x*<x” (lex’e gore) ise bu
siralamaya dereceye gore alfabetik siralama denir. Bu siralamayr dlex ile
gosterecegiz.

Ornegin; dlex siralamasina gore X°X, < X, ,
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lex siralamasina gére x’x, > X; dir.

Tamm 2.1.9: x, > X, >...> X, olsun.

x*<x’ <Y a <Y B vyada Y a =>p ve sagda karsilastirma
yapildiginda derecesi blyik olan daha kiigiiktiir seklindeki siralamaya dereceye gore

ters yonde alfabetik siralama denir. Bu siralamay1 drlex ile gosterecegiz.

Ornegin; dlex siralamasina gore X’X,X, > X, X; ,

drlex siralamasina gore X’ X,X, < X, X dir.
Not: K[x,,x, ] de drlex ile dlex esdegerdir.

Ispat: x* = x2x%, x# =x°x{ a+b=c+d olsun.
a B ay,b cd
X < x” (dlex) < XX, < XX,
< a<c oldugundan a-c<0

< a-c=d-b<0,d<b
S xx) < x x? (drlex)

o x* < x? (drlex)
dir.

Onerme2.1.2: f,geK[x,X,,...x, ]| icin f =hg olacak sekilde bir
he K[x,...x,] varsa g/f yazacagiz. x*,x” eT" ve < bir terim siralamas1 olsun.

Bu durumda x*, x” y1bélerise x* < x” dir.

Ispat: x” =x*x” olacak sekilde x” e T" olsun. 1< x” ise x* < x“x” =x’ dir.

Boylece x* < x” dir.

Onerme 2.1.3: T" izerindeki her terim siralama bir iyi siralamadir. Her Ac T" ve

her x” € A igin x* € A vardir ve x* < x” dur.
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Tamm 2.1.10: f e K[x,%,,...x,| ve f=ax™ +a,x™ +..+a,x“ olsun. Burada
x“eT" a €K, e N"dir. x* >x" >...>x* varsayalim.

1) f nin en buytk dereceli monomiali Im(f )= x“

veya f nin en biyik dereceli kuvvet garpimi Ip(f )= x*

2) f ’nin en blytk dereceli katsayist Ic(f)=a,

3) f ’nin en biytk dereceli terimi It(f)=a,x

seklinde tanimlanir.

Ip(f.g)=1p(f )ip(g),
Ic(f.g)=Ic(f )ic(g),
It(f.g)=1t(f)It(g)

dir.

Ornek 2.1.4: f =2x*yz+3xy’® —2x> ve x> y > z olsun.

1) lex siralamasina gore

Ip(f)=x’
Ic(f)=-2
It(f)=-2x°
dir.
2) deglex siralamasina gore
Ip(f)=x?yz
Ic(f)=2
It(f)=2x"yz
dir.

3) degrlex siralamasina gore
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3

Ip(f)=xy

lc(f)=3

I1t(f) = 3xy®
dir.

Tamm 2.1.11: f,g,he K[x,X,,...,x,] olsun. Eger Im(g), f deki bir m terimini

bolerse ve
m

It(g)

denir ve f —2—h ile gosterilir.

g ise f, modulo g’ye gore bir adimda h’ye indirgenmistir

Ornek 2.1.5: Q[x,y]’de f =6x’y—x+4y*-1 , g=2xy+y® polinomlarm
alalim. x>y olsun.
lex siralamasina gore
Im(g) = xy/6x’ y
h=f -3xg =6x>y—x+4y® -1-3x(2xy+ y*)
h=-x+4y®-1-3xy®
Im(h) = xy*
f —2—>h olur.
dlex siralamasina gore
Im(g)=y*/4y*
h=f-4g=6x’y—x+4y’ -1-8xy—4y°®
h=6x"y—x-1-8xy

olur.

Tanmm 2.1.12: f,h f, f,,.. f € K[xl,xz,...,xn] ve F = {fl, fypens fs} olsun. Eger

f

f

“*—>h —*—>h, >... >h,

10
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olacak  sekilde bir iy i, €{1,2,..., S} indis kiimesi ve
hl,hz,...,h[_leK[Xl,XZ,...,Xn] polinomlar1 varsa f, modulo F’ye goére h’ye

indirgenir denir ve f —E=—h ile gosterilir.

Ornek 2.1.6: Q[x y]’de f =y?x f, =yx—vy, f, = y* —x, dlex siralamasma gore
x<yveF={f,f,} olsun.

f —F— x oldugunu gosterelim.

2

Y x—"oy?

fa

> X
2

X
h = y2x— 22 (yx—y) = y?
yX

h=y? —z—z(yz —x)= X

dir.

Tanmm 2.1.13: re K[x, %X, X, | olsun. Eger r=0 veya
F={f,f,,..f;f #01l<i<s} igin Im(f )’lerden hichiri r’nin hichir
monomialini bélmuyorsa r ’ye F ’ye gore indirgenmis polinomdur denir.

Ayrica eger f ———r ile indirgenmisse ve r, F ’ye gore bir indirgenmis polinom

ise, r’ye f ’nin F ’ye gore kalan terimi denir.

Ornek 2.1.7: Q[x, y]’de f = y*x—x, f, =yx—y, f, =y* —x, F ={f,, f,} ve dlex
siralamasina gére x <y olsun.
Im(f,)=yx, Im(f,)=y? olup asagidaki indirgemeleri diisiinelim.
f—sh
ile
2

X
=L (p-y) =—x+y? =hy
yXx

elde edilir.

11
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f—2 s x+y’—L25h, =0
H—/
by

ile
2

h -2 (y? =% =0

2
elde edilir. O halde f —yf, —1.f, =0 olup
f=yf+f,, fe(f,f,)dr

SonugOise f e(f,, f,) dir.

Teorem 2.1.3: F = {f |f, #01<i <sfc K[x, %\ X,] V& FeK[X, %X %,]
verilsin. Bélme algoritmas: geregince en az u,,U,,...,Ug,I € K[Xl,xz,...,xn] vardir

1 HYgs

oyleki f =u,f, +u,f, +...+u,f +r dir. Budurumda

Im(f)= max{max(lm(ui )Im( f, )jlm(r)} olup r "nin higbir monomialini bélmez.

I<i<s

Ornek2.1.8: f =y?’x-xeQ[x Y], | =(f,f,)cQxyl

f,=yx—vy,f, =y?—x, F={f,, f,} ve dlex siralamasia gore x <y olsun.

f —hsy®—x—=250 boylece f—--0, indirgemelerine gore f =yf, + f, ve

r =0 oldugundan f el =(f,, f,) dir.

Ornek2.1.9: f=y*’x-xeQ[xy], F={f,f,}, f=yx-yf,=y*—x,
f,, f, e Q[x, y] ve dlex siralamasina gére x <y olsun.

f
2> X

f f, N y2
indirgemelerine gore

f=yf, +1.f, +x, r=xdir.

12
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Tanm 2.1.14: K[Xl, XZ,...,Xn]’nin bir | ideali tarafindan igerilen ve sifirdan farkli
elemanlara sahip bir G ={g,,9,,...,9, } kiimesi verilmis olsun. Eger her f 1 —{0}

ve en az bir i € {1,2,...,t} icin Im(g, )/Im(f ) ise G kiimesine bir grobner bazi denir.

Tamm 2.1.15: Sc K[x,,X,,..., x,] olsun. 1t(S)=(It(f), f € S) idealine S nin en

buyuk dereceli terim ideali denir.

Teorem 214 G={9,,0,,...0,} < K[X,%,,.... x,] bir grobner bazi olmasi igin

n

gerek ve yeter kosul (G) ideali iginde bir grébner bazi olmasidur.

Tamim 2.1.16: 0= f,g e K[x,X,,..., x,] ve L =lcm(im(f),Im(g)) olsun.

L, L
() It(g)

polinomuna f ve g’nin S-polinomu denir.

S(f.9)=

Ornek 2.1.10: f =2yx—y,g=3y*-x,f,ge Q[x, y] dlex siralamasina gore X <y

L=y’x=lcm(yx, y?)

X X
S(f.9) =22 1-2g=2

2yx  3y? 2 3 2 3
lej
2

i

I

<
N

X

dir.

Ornek 2111 f = y*’x+1f, =yx—y, f, =y* = x, f, f,, f, e Q[x,y]
ve dlex siralamasina gore x <y olsun.
f— sy’ +1=1f-y.f

x =L =lem(Im(f,), Im(f,))=y’x

yX y?

13



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nil MANSUROGLU

y? +1+y.f, =x* +1+x.f,

—y? 4+ xt =y f -xf, =S(f, f,)e(f, f,) dir.

Tamm 2.1.17: G={g,,0,,..,d,} grébner baz1 olsun. Eger her i ve Ic(g,)=1 ve

her i = j icin, Im(g;), Im(g, )’yi béImiyor ise G *ye minimal grsbner baz1 denir.

Tamm 2.1.18: G:{gl,gz,...,gt} bir grobner bazi ve herhangi =i igin

Im(g, )/im(g,) olsun. Eger her i icin Ic(g)=1 ve g, G-{g,}'ye gore

indirgenmisse G ’ye indirgenmistir denir.

Tanim 2.1.19: feK[Xl,XZ,...,Xn] ve f—S2>r olsun. r elemanma G’ye

belirtilen siralama ile f 'nin normal formu denir ve N (f) ile gosterilir.

K, k’nin genisletilmis cismi olsun. K bir cisim oyle ki k < K dir.
ScK[x, X, ..., x, ] ise
V. (S)={a,.a,,..a,)eK"/f(a,,..a,)=0,vf S} olup

eger | =(f,, f,,... fo) = K[X, %;,.... X, ] ise

V(1)={a.,..a,)eK"| f(a,..a,)=01<i<s|
=V, (f,, f,,..., f.)

seklindedir.

V < K" alt kiimesi alalim.

1(V) ideali k[x,X,,...,x,] de
1(V)={f ek[x,...x,]| f(&,...a,)=0,V(a,..,a,)eV}

seklinde tanimlanir.

V,(S) smifi, K cismine bagli olan denklemler sisteminin ¢oziimlerinin bir

kiimesidir.
Ornekl: K = R alinirsa

14



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nil MANSUROGLU

Vo (X% + y?)=Va(x y) = {(0,0)} < R dir.
K =C igin
Ve (X2 +y? ), y = FiX, (i = \/—_l) dogrularinin birlesimidir.

V. (x,y), {(0,0)}"dir.

Ornek2: f = x? + y? +1 polinomunu alalim.

K =R igin Vg(f)=0

K = C igin V.(f ), sonsuz sayida noktaya sahiptir.
f =x* + y* +1 icin de durum benzerdir.
R[x, y|'nin bircok sonsuz ideali vardir. R* deki smuflar bostur. | ideal olsun.
Ve (1)=3, V(1)< R? dir.
Ornek1 ve Ornek2 bir denklem sisteminin K" de bazi ¢dziimlere sahip oldugunu
gosterir.
Ornek1’de <X2+y2> ve <x, y> ideallerinin R’deki smiflar1 aynidir, fakat esas
olarak farklidur.
Ornek2’de R’de, C’ye genisletildiginde esas olarak farkli idealler farkli simiflar

Verir.

Tamim 2.1.20: k 'nin cebirsel kapanisi k ile ifade edecegiz. Eger her f K[X] icin
f =0 denkleminin K da bir ¢6zimu varsa K cismi cebirsel kapali bir cisimdir
denir. Her k cismi, k cebirsel kapali cismi tarafindan kapsanir. Her k nin eleman,
k[x] deki sifirdan farkli bir polinomun kokiidiir. k cismi tektir ve k nin cebirsel

kapanis1 denir.

Ormegin R’nin cebirsel kapanis1 C dir.

Teorem 2.1.5: ( Weak Hilbert Nullstellensatz )

I, K[X,%, ..., X, ]’nin bir ideal olsun. V(1)=& olmast i¢in gerek ve yeter kosul

| = K[X,, %, ..., X, | olmasidir.

15



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nil MANSUROGLU

Tamm 2.1.21: | c k[x, X,,..., X, ] bir ideal olsun. {f e k[x,,X, ..., x,]ec N} éyle ki
f¢ el kiimesine | 'nin radikali denir ve +/1 ile gosterilir. /I, k[x,X,,...,x,] de

bir idealdir. Ayrica her k < K cismi icin V, (1) =V, (JT) dir.

Teorem 2.1.6: ( Strong Hilbert Nullstellensatz )
I(VE(I )):\/I_, her | = k[)q,xz,...,xn] ideali icin | ve J idealleri ayn1 sinifa
sahip olsun.

VE(I):VE(J) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul | ve J nin radikallerinin esit

olmasidir. (v/I =+/J).

| ve J idealleri esas olarak farkli olmasi igin gerek ve yeter kosul | ve J farkli

radikallere sahip olmasidir.
Ornekl de \/(x,y) =(x,y) ve <x2 + y2> = <x2 + y2>
<X2 + y2> ve <X, y> esas olarak farkli ve C? de simiflar1 farklidir.

I =(f,, fo T ) KX, Xy X, ’nin - bir ideali olsun ve G={g,,0,...0}

belirtilmis bir tam siralamaya gore | igin bir indirgenmistir.

Tanim 2.1.22: X, X, Kuvvet ¢arpimlar1 X’e bagl y,,y, kuvvet carpimlart y’e bagh
olsun.

XYy < XY, < X <, X, veya X =X, Ve Y, < Y, seklindeki terim siralamasina bir

eleme siralamasi denir.
Lemma 2.1.2: Eleme siralamasi, bir tam siralamadir.

Not: f,gek[x,X,,..,x,] lizerinde bir terim siralama olsun.
f,gek[x,%,,..x,], f,g=0 icin

(f,g)=d, f ve g’ninen biyik ortak béleni olsun. Yani,

16



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Nil MANSUROGLU

(i) d/f ve d/g
(i) eger h/f ve h/g ise h/d
(iii) 1c(d) =1

dir.

[f.g]=¢, f ve g ninen kiigiik ortak kat: olsun. Yani,

(i) /¢ ve g/t
(i) Eger f/h ve g/h ise ¢/h

(i) f.g=[f.gl(f.q)

dir.

Tamm 2.1.23: | ve J, k[x,,X,,...,x, ] de iki ideal olsun.

J:1 ={g ek[x,%,,... x,]gl = I} kiimesi ideal olup blim ideali olarak adlandurilir.

17



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nil MANSUROGLU

2.2. Temel Otomorfizm ve Pik indirgemes

K[t]x K[t], K iizerinde bir degiskenli polinom cebirinin direk ¢arpimi olsun.
Bu cebirin elemanter doniisiimleri asagidaki sekilde tanimlanir.

(ET1) (u,v)—{u+ v V) e K" k=2

(ET2) (u,v)—(u,v+ pu)

(ET3) (u,v)—(au+a,v,bu+b,v)a,a,,b,b, eK

Tamm 2.2.1: 1<i,j<n igin ¢;,c; € K olmak uzere f :xk—>chixi +a,,
i=1

1< k < n formundaki bir otomorfizme afin otomorfizm denir.

Tamm 22.2. peK[x,X,,..X,]ve ceK olsun.
F. = {(Xi,xz,...,xn)e K“|p(x1,...,xn)= C} kimesine p’nin polinom egrisi(fiberi)

denir. Bu kiimeyi kisaca {p(xl,..., X, ) = C} ile gosterecegiz.

Tamm 2.2.3: Af, K[x, y]’nin afin otomorfizmlerinin grubu olsun.

x——ax+ p(y);a b,ce K, p(y) e K[y]

y——by+c
formundaki otomorfizlere Ust tiggensel otomorfizmlerin grubu denir ve UU ile
gosterilir.

X——ax+b

y——>by+ p(x)
formundaki otomorfizmlere alt ticgensel otomorfizmlerin grubu denir ve AU ile
gosterilir.

x——ax+ p(y);a b,c,d e K, p(y) e K[y]

y——by+cx+d

18



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER Nil MANSUROGLU

formundaki otomorfizmlere twisted Ust Gggensel otomorfizmlerin grubunu denir ve
TUU ile gosterilir.

X——> ax+hby+c

y—d.y+p(x)
formundaki otomorfizlere twisted alt Gcgensel otomorfizmlerinin grubunu denir ve
TAU ile gosterilir.

TUU NnTAU = Af dir.

19



3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

3. GROBNER BAZININ TEMEL UYGULAMALARI

Bu kisimda Grobner bazi ile ilgili temel sonuglar incelenerek cesitli O6rnekler

verilecektir.
3.1.Grobner Bazi

Teorem 3.1.1: 0% IAK[x,, X, ..., X, | olsun.
G= {gl, 95, 0, } c | olmak Uzere asagidakiler birbirlerine denktir.
(i) G bir grébner bazidr.

(i) Her f 1 igin gerek ve yeter kosul f —5-0 olmasidur.

t
(iii) Her f el icingerek ve yeterkosul ~ f=>'hg, ~ oyle ki
i=1

Im(f)= max{lm(hi Nm(g, )} olmasidir.

I<i<t

(iv) 1t(1)=1t(G)

dir.

Ispat: G bir grébner bazive f e olsun.
f —50 agiktir.

f—%>5r, f=ug,+rel,rel ver=0olur.
(S

el

f —S 50 olsun.

f=u0,+u,9,+...+u,9, +0
el | el
€

feG=1{g,,9,,..0, )| vebdylece f el olur.

t
Her fel icin  gerek ve  yeter  kosul f=>hg  olsun.
i=1

1t(G)=(1t(g) geG,gel)clt(l) olur.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

It(f)elt(l) alahm.

It(f )= max{lt(hi )t(g, )} —1t(h, Jit(g, )e1t(G)

1<i<t
elt(G)

It(1)=1t(G)
dir.

It(1)=1t(G) olsun. f e alalim.
I1t(f)elt(l)=1t(G)

It(f)=ult(g,)+u,lt(g,)+..+ult(g,) olacak sekilde u, € K[x,, X, ..., X

It(f)= u, It(g,)+ u, It(g,)+...+ u, It(g,)

Im(g,) Im(g,) Im(g,)
Ic(g,) lc(g,) Ic(g,)

Im(f)=ulm(g,)+...+ulm(g,)

En az bir i, icin Im(giO )/Im( f) ise G grobner bazidr.

| vardir.

n

Sonug3.1.1: G=1{0,, 9,0, }, | ideali igin bir grobner bazi ise | =(G) dir.

Ispat: f €| alalim. Bolme algoritmasi uygulayalim.
f =u,0, +U,9, +...+U,g, +r Oyleki hicbir Im(g; ), r monomialini béImez.

r =0 ise ispat tanimlanir.

r=0 olsun. rel dir. G grébner bazi oldugundan en az bir j icin Im(g; )/Im(r)

olur. Boylece r =0 olur. Bu da kabuliimiizle ¢elisir. O zaman | = <G> olur.

Lemma3.1.1: | =(S) olacak sekilde 0¢ S ve f e K[x,%,....x,] olsun. f el igin
gerek ve yeter kosul f deki her m monomiali ve en az bir ye S igin y/m dir.

Ayrica | = <SO> olacak sekilde S’nin bir sonlu alt kiimesi vardur.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Ispat: 1AK[x, X,,..,x,] olup enaz f,f,, .., f eK[x, %,..,x] igin
| =(f,, f,...., f,) dir. K[X;, X,,..., X, ] bir noetherian halkasidr.
| =(S) ise her fel icin f nin terimleri S’nin en az bir clemam tarafindan

bolundr. S sonlu ise ispat tamamlanmis olur.

Simdi S’nin sonlu olmadigini kabul edelim. O zaman f, el olup s,/f,,
s,/f,,....,s/f, olacak sekilde s,,s,,..., S, € S bulabiliriz.
S, ={s,S, 5} alalm. | =(S;) olsun.
felise f=uf +u,f,+...+u,f, dir.
Ayni zamanda f =uS +u;s, +...+u;S dir. Buradan

fe(s,s,..5)=(S,) olup I =(S;) dur.

Sonug 3.1.2: K[x,, X,,..., X, ]’nin her | ideali icin en az bir sonlu grébner bazi

vardir.

Ispat: It(l):<lt(f); fe I>
Lemma 3.1.1 ile S, ={lt(g,)It(g,)...It(g,)} olacak sekilde Lemma 3.1.1.deki

ozellikleri saglayan bir S, mevcuttur.

It(1)=(t(g,).1t(g,),-It(g)), G=19;,9,....9,} ahrsak It(G)=It(I) olur.

Teorem 3.1.1 den G grobner bazidir.

Onerme3.1.1: K[X,X,,...,X,] 'nin her | =0 ideali bir grébner baza sahiptir.

Ispat: It(l):<lt(f); f el>
1t(1), {it(g,)1t(g,)....1t(g,)} formunda sonlu Uretecli bir kiimeye sahiptir.

0,95, 0 €l dir. G={g,,9,,.... 9, } ise It(G)=1t(l) dr.
It(G)=It(1) ise G, | icin bir grobner bazidir.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Teorem 3120 G=1{g,,9,,..9,}< K[X,, X, ,.... X,], G bir grébner bazi olsun.

f e K[%,%,...X,] icin G ile bélimiinden kalan terimi tektir.

Ispat: G, bir grobner bazi olsun.

f —2>r ve f —%-r, olacak sekilde r, # r, olsun.

B6lme algoritmasindan f =u,9, +u,g, +...+U,Q, +I, Ve

f =v,0, +V,0, +..+V,g, +r, olacak sekilde yazihr. Ayrica Im(g, ), r, ve r,’nin
monimiallerini béImesin.

u,Vv, € K[x,X,,...,x, ] olsun.
0=Wg, +W,g, +..+wg, +(r, —r,) dir.
W, =U -V, Ve r,—T, € | olacak sekilde en az bir g; icin Im(g; )/Im(r, —r,) dir.

r,—r,=01iser =r, dir.

Ornek 3.1.1: f=y?’x-xeQ[xy], f,=yx-vy, f,=y*—x, F={f,, f,} ve dlex
siralamasina gore y > x olsun. Uygulanan indirgemelere gore
f—sy?—x—250ve f—25x*-x dir.
X2 =1m(x? —x), Im(f,)=xy, Im(f,) = y2.
Boylece Im(f, ) veya Im(f, ), Im(x? —x) i bsImez. O halde
f—E50,f=y.f+1, felf,f,)

olup F = {f,, f,} bir grobner baz1 degildir.
Ornek 3.1.2: g, =z+X, g, =y-XxeQ[x v,z], G=1{g,,0,} ve 1 =(9,,9,)

lex siralamasina goére X< y < z olsun.

G= {gl, gz} nin grébner bazi olup olmadigini inceleyelim.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Goéziim: Im(g,)=2z, Im(g,)=y, G’ nin grdbner bazi olmasi igin her f e(G) igin
ya Im(g,)=2z/Im(f) yada Im(g,)=y/Im(f) olmalidir.

x/Im(f ) ise f’ de siralamadan dolay1 y ve z’ li terimler yoktur,

Im(g,) ve Im(g,), Im(f)’yi blmesin. O halde en az bir k € N igin Im(f )= x* dir.
f €(9,,9,) oldugundan en az bir u e Q[x,y, z] i¢in f =u,g, +u,g, dir. Buradan

f =u,(z+x) +u,(y—x) yazariz. Boylece

f=u,(x Y,z z+x) +u,(x, Y,z y-x) olur.

y yerine X yazalim.

f =u,(xy, zZ(z+x)+0=u,(x,y,2)z+u,(x,y,2)x olup

f =0 veya f =0 ise Im(g,)/Im(f) yada Im(g, )/Im(f) dir. O halde G, bir grébner
bazidur.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

3.2. S-Polinomlar

Bu kisimda S-polinomu ile ilgili temel sonuglar incelenerek c¢esitli Ornekler

verilecektir.

f,g9eK[x,%,,...x,] ve L=lem(im(f),Im(g)) olsun. f ve g’nin S-polinomu

L L
f- g
It(f)  1t(g) (3.1)

S(f.g)=

olarak tanimlanir.

Lemma3.2.1: f,, f,,., f e K[x, X,,..,X,]

Her i=12,..,sigin Im(f )= x=0

:ZS:Ci f.,c eK
i=1

Eger Im(f)<x ise f,1<i< j<s olmak iizere S(f;, f,)nn bir lineer birlesimidir.

Ispat: f, =ax+2z, a €K ve z daha diisiik dereceli terimleri igeren bir polinom

olsun.

Hipotezden Im(f )< x olmalive Y ca =0, ¢, €K dir.

i=1

S(f,, f,)=1f, -2 ¢, alahm.

&  a
Im(f;)=Im(f, )= x dir.

f=cf +c,f,+..+c,f :clai(i flJ+...+csa ( L f J dir.
a a,
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

1 1 1 1
f =cla1{a f, “a f2j+(cla1 +cza2{a—2 f, " f3]+...+

(c,a +..+c_a, ifs_l—i fol+(ca +...+csas)i f
as—l as as

Boylece f, S(f;, f,) nin lineer birlesimi olarak

f= 01318( fi, f, )"‘ (Cla'l +C,8, )S( fa f3)+ et (Cla'l Tt Cs—las—l)s( fo1s fs)
seklinde yazilir.

Teorem 3.2.1: ( Buchberger )

G={0,,0,..., 9, sifirdan farkli K[x,, X,,..., X, | deki polinomlar kiimesi olsun.
G’nin, | :<gl, (o PR gt> ideali icin bir grobner bazi olmasi igin gerek ve yeter

kosul her i = j icin S(gi R )L)O olmasidir.

ispat: G=1{9,,9,....9,}, | =(9,,9,..... 9, ) icin bir grobner bazi olsun. Her i # j
icin S(gi 0 )e | °dir. Teorem 3.1.1’den her f €1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f —2 50 ve G, grobner bazi olmasidir.
S(gi o} )%0 dir.

Simdi i # j olmak Uzere S(gi,gj)%o olsun. G’nin | igin bir grébner
bazi oldugunu gostermek icin fel igin X= rlr;g)t((l m(h )Im(g;)) oldugunu

gostermeliyiz.

Im(f)= X ise Teorem 3.1.1 den G, bir grobner bazidir. Aksi takdirde Im(f)< X
dir.

S= {i||m(hi Nm(g,) = X}, ieS, h =c X, +diger terimler

Im(g) = X,9,, wlﬂ(,gi): X dir.

g=> ¢ X9, olsun. Her i e S igin

ieS
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3. GROBNER BAZININ

TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Im(X, g, )= X dir. Fakat Im(g)< X olup Lemma 3.2.1 den
g :Zdijs(xigi,xjgj),dij e K dir.

X = ICm(I m(X,g; ) m(Xj g, )) alalim. Buradan

A I AT
10690 0 T IX )

S(Xigi!xjgj)z i9

= X g.— X g
It(g,) = It(g;)

:XL (9., g,) olur. (Burada X, =lem(im(g, ),Im(g, )) dir.)

i

Boylece S(gi g, )——G—>0 oldugundan S(Xigi X9, )—G—>O olur.
max(Im(hy, ). Im(gv)) = Im(S(X; g;, X ;9;)) < max(Im(X; g;), Im(X;g,)) = X
t
f= Zhi’gi
i=1

max(Im(h ).Im(g, )) < X dir.

1<v<t

Sonu¢32.1: G=1{g,,0,,..0,} ve 1<i <t igin g, #0

G, bir grobner bazi olmasi igin gerek ve yeter kosul 1<i, j <t olmak Uzere her

i # j icin
t
S(givgj)zzhijvgv Ve
v=1

Im(S(g;, 9;)) = max(Im(h, ). Im(g, ))

olmasidir.

ispat: [2] de verilmistir.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Ornek 32.2: f,=xy-x, f,=x*-yeQ[x,y], F={f,f,} ve dlex siralamasina

gore x <y olsun. Grobner bazini bulalim.

S(fy, fo)=xf, —yf, =y* X" ——y* -y, f =y’ -y

S(fl, fz) polinomu F "ye gore indirgenmesi sonucunda f, polinomu elde edilir.
F ={f,f,, f,} olsun.

S(f,, f,) ———0

S(f,, f,)=y.f, —xf, —F—>0

S(f,, f)) =y’ f, - xf, =—y* +xX’y—F 5 x’y-y* —F 50

indirgemelerini uygulayalim. Boylece F = {fl, f,, fs}, bir grébner bazidir.

Ornek 3.2.3: f, =x*+y?+1, f, = x?y+2xy+xe Z[x, y] alalim.

F ={f,, f,} ve lex siralamasina gére x>y olsun. S(f,, f,) polinomu F ’ye gére
indirgenmesi sonucunda f, polinomu elde edilir.

S(f, f,)=y.f, —f, =3xy+4x+y* +y, f, =3xy+4x+y’ +y

F'={f, f,, f,} olsun.

S(f,, f,)——>0

S(f,, f,) —F—4y° +3y* +y? +y+3,f, =4y° +3y* +y* + y+3

S(f,, f,) polinomu F ye gére indirgenmesi sonucunda f, polinomu elde edilir.
Fr={f, f,, f, f,} olsun.

S(f,, f,)———0

S(f,, f,)—F—0

S(f,, f,)———0

S(f,, f;)——0

indirgemeleri sonucunda F"={f,, f,, f,, f,}, bir grobner bazidur.
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3. GROBNER BAZININ
TEMEL UYGULAMALARI Nil MANSUROGLU

Lemma3.22: G={g,,0,,...0,}, |’mn bir grbner bazi olsun. Eger
Im(g, )/Im(g, ) ise {g,,9;..... g, | de | *nin bir grobner bazidir.

ispat: f el ve Im(g,)/Im(f) olsun.
Eger Im(g, )/Im(g, ) ise Im(g, )/Im(f)’dir. Im(f)’yi bolen en az bir Im(g, ) oldugu

icin {gz, (o PR gt} bir grobner bazidir.
Onerme32.1: G=1{g,,9,,..0,} ve F={f,, f,,..., f_} | igin iki minimal grébner

bazi ise S=t Ve sonra gerekiyorsa tekrar numaralandirildiktan sonra her i =1,2,...,t

icin Im(fi)=1Im(g, ) olur.

ispat: F ve G, | igin iki grobner bazidir. En az bir i igin Im(g, )/Im(f,) bu durum
tekrar edilir. f, el olup F, | igin bir grobner bazidir. O zaman en az bir j igin
Im(f, )/im(g,) dir.
Sonug olarak Im(fj)/lm(fl) dir. Bu durumda j =1 olur ve F, bir grébner
bazi oldugundan Im(f,)=1m(g,) dir. Béyle devam ederek
Im(f,)=1Imlg, )

Im(fi)=1m(g, ) dir.

G=1{9,,9,....0,} grobner bazi olsun. Eger her i ve lc(g,)=1 ve her i = |
icin, Im(g, ), Im(g )yi béimiiyor ise G *ye minimal grébner baz: denir.

Onerme3.2.2. G, | igin bir minimal grébner bazi olsun.
91%h1 oyle ki Hl:G_{gl}
g, —2—h, oyleki H,=1{h,g,.... 0}

93 L)hs oyleki H, = {hl’hzagr-wgt}
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g, —"h oyleki H, =f{h,h,,...h )

Bdylece H = {hl, h,,..., h } indirgenmis bir grobner bazidir.

Ispat: g, —*>h,,
0, =U,0, tU;Q; +...+ U, G, +h’1 Ve

Im(g, ) = maxdim{u; Jim(g; ),Im(h,); ve Im(g, )= Im(h,) olsun.

2<i<t
Enaz bir i, € {2,3,...,t} icin Im(g,) =1mlu, )Jim(g, ) dr.
Boylece Imlg, )/Im(gl) olur. G, minimal oldugundan celiski elde edilir.
Im(g, ) =1m(h,) ve Im(g, )=Im(h,) dir.
Her i icin Im(g, )=Im(h,) dir.

O halde H = {hl, h,,..., h } indirgenmis bir grobner bazidir.

Teorem 3.2.2: ( Buchberger Teoremi)
Bir tam siralama ele alalim. Sifirdan farkli her | #0 ideali alinan bu

siralamaya gore tek bir indirgenmis grobner baza sahiptir.

ispat: Her ideal bir grobner baza sahiptir. | bir ideal ve G=1{g,,9,,..0,}
H= {hl, h,,..., h }, | igin indirgenmis iki grobner bazi olsun.

Onerme 3.2.1. den G ve H minimal olup her i igin Im(g, )=Im(h, ) olur. H ve G,
minimal grobner bazi1 olduklarindan elemanlart ayni sayilardadir ve i igin
Im(g, )=Im(h, ) dir.

Eger g, #h ise g, —h #0 ve g, —h, el dir.

H , grobner bazi oldugundan en az bir j iin Imfh, )/Im(gi —h,) ve en az bir j igin

Im(g; )/im(g; - h) olur.
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i=j icin Im(g, —h)<Imh) dir. Fakat Im(g,)=Imlh,), g, veya h’nin bir
terimini boler. G ve H minimal oldugundan i = j olmalidir. Bu da bir ¢eliskidir. G

ve H indirgenmis grobner bazidir. Béylece g, = h, dir.

Ornek 3.2.4: f =y? +yx+x?, f,=y+x, f,=yeQ[x y] ve

lex siralamasma gore y>x olsun. | =(f, f, f,) idealinin grobner bazi
{fl, f,, f5, f,, fs}’dir. S(fl, fz), S(fl, fg), S(fz, fs) polinomlar1 F ={f1, f,, fa}’e
gore indirgenmeleri sonucunda f, ve f, elde edilir.

f,=x*,f. =x

{f,, f.} ve {f,, f,}, | ideali igin minimal grobner bazidr.

f,=yve f,=xve {f3, fs}, | i¢in indirgenmis bir grobner bazidir.

f,=y+x f, =x

f,—= >y oldugundan {fz, fs}, | i¢in indirgenmis bir grobner bazi degildir. O

zaman {f,, f.}, | icin tek indirgenmis grébner bazidir.
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3.3. Grobner Baz fle Tlgili Temel Uygulamalar

F={f,f,..f}veG={9,,0,...0}
| = < f,f, fs> icin belirtilen bir tam siralamaya gore bir grobner baz olsun.
f €1 olmasi icin gerek ve yeter kosul f —2—>0 olmasidir. Burada
fel, f=u0+..4+u,0,,1<i<t, u, eK dir.
Buchberger’nin algoritmasindan yararlanarak f €1 polinomu i¢in v, € K olmak

uzere f =v,f, +v,f, +...+ Vv, f seklinde yazilir. m, txs tipinde bir matris olsun. O

zaman
g [f]
9, f,
=m
9] L
seklindedir.

Ornek 331 K=Qalalim. f =x’y-y+x, f,=xy’-x, F={f,f,} ve
I =<fl, f2> olsun. x<y olmak Uzere deglex siralamasina gore grobner bazini
bulalim.

S(fl, fz): yf, = xf, =—y* + xy+ x* oldugundan

f, =—y? +xy+x° elde edilir. Boylece F' = {fl, f,, f, } olur. Indirgemelerle

S(f, f,)=yf, + X, =Xy + X' —y* + xy

— Xt -y 2xy - X

—L 5 xt 4 xy - 2X°

f,=x"+xy—2x°

F"= {fl, f, fy, f 4} elde edilir. Indirgemelere devam edersek bu defa

32
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f, = (yf, + X2 f,)— xf, - f,

=(x2y—x)fl+(— x3+x)f2

S(f,, ;)= f, + xf, = X2y + X - x—25x* + y—2x

f, = x> + y—2x elde edilir ve

(f, +xF,)— f, = (y—1)f, + (= %2 +1)f,

F"={f,f,, f,, f,, f.}, | icin bir grobner bazi olur.

It(f,), 1t(f,)’i boler ve It(f,), It(f,)’i boldiigiinden {f,, f,, f,}’de | icin grobner

bazidir. Bunu matris formunda yazarsak

£ [ 1 0

f
A
fo| |[xy—1 —x2+1[ 72

elde edilir.

Simdi bir f €| alalim. indirgemeler uygulanirsa
f=x'y—2x"+2x*y? —2x°y - 2x* = 2y® + 4xy? —3x’y + 2x° — y + 2X
f—Xh 5 2% 4+ 2x2y2 — 2%y — 2X* — 2V® + 4xy? — 2X2y + X — Y + 2X
20 s oxPy? 23y — 2x* — 2y° + Axy? —3X% — Y+ 2X

— 5 23y —2x* — 2y + Axy? —3x% + 2y — 2xy — Y + 2X

—2s 5 2x* —2y® +4xy? —3x° +4y? —6xy — Y+ 2X

— 2 5 oxy? —2X°y —3x% + 4y? —Axy — 4X% — y + 2X

— 26 5 X1 4y? —Axy—4XP —y+2X

— s 5 4y? —4xy—4X°

4t o0

= (2 +2y)f, + (2y - 2x—4)f, + (- 2x¢ — 2y — 2x— 1},
:(x2 +2y)f1 +(2y—2x-4)f, +(— 2X2 —2y—2x—1)
f=(3+2y)f, + (2y - 2x—4)yf, — xf, ) +

(- 2% -2y —2x-1)(xy-1)f, + (- +1)1,)

33
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= (— 2X° = 2xy* = 22Xy + 2y* —3xy + 3x° + 2x+1)f1 +
(2x4 +2X°Y 42X —2xy + X2 =2y + 2x—1)f2

seklinde olur.

Ornek 3.3.2: K =2Z, alahm. f, =x*+y®+1, f, = x*y+2xy+X
| =(f,f,)cZJxy]
x>y olmak lzere lex siralamasina gore | nin grobner bazini bulalim.
g ="f
g, =2f, = xy+3x+2y® +2y,
g, =4f, =y° +2y* +4y* + 4y + 2 olmak Uzere
{gl, g,, gs}, | i¢in grobner bazidir.
g, = 2yf, +3f,
g; = 4(y+3)g, + 23x+4y* +3y)g,
= (2xy+ Y +2y° +4y+ 2)fl + (3x+ 4y? +3y)f2
9, 1 0

fl
g, |= 2y 3
f,

d; 2xy + Yy +2y? +4y+2 3x+4y® +3y

| ve J, K[X,X,,...,x, | nmn iki ideali olsun.

Buchberger teoreminin bir sonucu olarak | ve J ideallerinin denk olmasi
icin gerek ve yeter kosul | ve J nin aym indirgenmis grobner bazina sahip
olmasidir.

Ozellikle | = K[Xl, Xy peeey Xn] olmasi i¢in gerek ve yeter kosul | 'nin indirgenmis

grobner bazinin {1} olmasidir.

Onerme3.3.1: f,geK[x,X,,...,x, ] olsun.

f= g(mod I ) olmas i¢in gerek ve yeter kosul Ng (f ) = Ng (g) olmasidir.
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{Ng(F)f € KX, %,,... X, ]} kiimesi, KD X"/]I/ icin koset temsilcilerinin bir

kumesidir. N,

Ng 1 K[X, %o X, ]—>K[X,, X, .., X, ] seklinde — bir  k-—lineer

fonksiyondur.

Ispat: Bolme algoritmasindan qe | olmak iizere

f=q+Ng(f) dir.  Buradan f —N(f)=qel olur.  Boylece

f+1=Ng(f)+1e KD X X, " seklindedir.

c.c, ek, f,, f, ek[x,...x,] icin

¢, (f, = Ng(f,))+c,(f, —=Ng(f,))el olup

o f, +c,f, —(c,Ng(f,)+c,Ng(f,))el dir.

Boylece ¢,N,(f,)+c,Ns(f,), G e gore belirlenmis siralama ile indirgenmistir.
Ng(c, f, +¢,f,)=c,Ng(f,)+c,Ng(f,) olup Ny, k—lineerdir.

f= g(mod I ) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul qe | ve f =g+ g olmasidir.

Boylece
Ne(f)=Ns(a+g) = Ns(a)+Ns(g)
gel oldugundan Ny (q)=0 dur.
N (f)=N(g) olur.
f—-g=qel
(f =Ng(f))-(g-Ng(g))el ve f=g(modl) dir.

k- Ilneer

Ornek 3.3.3: Ornek 3.3.1’e geri donersek

fo=x®+y-2x

XX IYE vy 2X
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— Y+ 2X, indirgenmistir.

NG(XS):—y+ 2X

X2y 4 y— DY oy x

2y — X, indirgenmistir.

NG(x2y+ y): 2y —x dir.
NG(X3)¢ NG(x2y+ y) oldugundan
X #x'y+y(mod )

dir.

Onerme 332 G={g,,09,...0,} < K[X,%,..x,] ve xeT" olsun. Her

i=12,.,t icin Im(g,), x’i bélmiyorsa bitin xeT" kuvvet garpimlarinin

kosetlerinden meydana gelen K[Xl’xz"“’xn}l/ kiimesi, k—vektor uzayi igin bir

bazidir.

ispat: f e K[x,,x,,...,x,] olsun. O zaman
Frl=Ng(f)+1 ek[xl'xz’""xn% dir.

No(f), xeT" kuvvet carpimlarmim bir lineer birlesimidir. Kuvvet arpimlarinin

kosetleri lineer bagimsizdir.

Ornek 3.3.4: Ornek 3.3.1 dlex siralamasma gére X<y olmak (izere | igin bir
grobner bazi

G:{xzy—y+x,—y2+xy+x2,x3+y—2x}
Q[X’ﬂl/ icin bir baz 1,x y,x% xy’nin kosetlerinden meydana gelir ve

dim(Qx, y}/1)=5
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Q[X’ Bdl/ i¢in bir ¢arpim tablosu verelim.

X 1 X y X2 Xy

1 1 X y X2 Xy

X X NG Xy —y+2X y—-X
y y Xy Xy + X2 y—X X

X’ X’ - y+2X y=X — Xy + 2X° Xy — X
Xy Xy y—-X X Xy — X NG

Tablodaki baz1 hesaplamalar asagidaki sekilde elde edilmistir.

XyZ G X

NG(XyZ):X

(y+1)(xy+1)=x+1
A+ 1, x+1,y+Ixy+1}

Q bazidir.

Ormnegin; (2x2 + y)(3xy—5) = 6X°y —10x* +3xy? —5y

= 6(xy—x2)—10x2 +3Xx—5y=6xy—16x* -5y +3(mod1 )

(2x2 +y+1 szy—5+ | )= 6xy—16x* —5y+3x+ |

dir.

Ornek 3.35: f, =x*+y?+1, f, =X’y +2xy+ x e Z[x Y],

| = < f, f2> - ZS[X, y]

ve lex siralamasma gére x>y olsun. Ornek 3.3.2 den |

{9:,9,,9,} dir.
0, = fl'

g, = Xy +3x+2y° + 2y,

O, =Y +2y* +4y* +4y+2
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ZS[X’%/ icin bir baz 1,xvy,y* y* Un Kkosetlerinden meydana gelir ve

dim,, (25 % 3%) ~6 di.

Teorem 3.3.1. V_ (I ): & olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1€ G olmasidir.
f,=0,f, =0,.., f, =0 sisteminin k" de ¢éziimlerinin olmamas: i¢in gerek ve yeter

kosul G = {1} olmasidur.

Ispat: Weak Hilbert Nullstellensatz teoreminden V(1)=& olmast igin gerek ve

yeter kosul f el = k[xl, Xy yeens Xn] idealinin tek indirgenmis grobner bazinin G = {1}

olmasidir.

Teorem 3.3.2: Asagidakiler birbirine denktir.
(i) V. (1), sonludur.

(i) Her i =1,2,...,n, je{l2,..,t} ve bazi ve N igin Ip(gj )= X dur.

(iii) K[Xl' Xy X“% k-vektor uzaymin boyutu sonludur.

Ispat: VE(I) sonlu olsun. VE(I )= olmasi igin gerek ve yeter kosul
fel= k[xl, Xy yeeey Xn] ve G= {1} olmasidir.

VR(I )7& I ise ie {1,2,...,n}, a; j=12,..0 dir. VE(I) deki noktalarin i ’yinci
koordinatlar1 ve k tanimindan 1< j < ¢ olacak sekilde her j icin 0= f, e k[xi] ve
f, (aij )=0 olsun.

f=1f,.f ek[x]ck[x,%,.,x,] ise Strong Hilbert  Nullstellensatz
Teoreminden f e 1(v_(1)) dir. ee N, f¢ el olmak iizere bazi Ip(f° )=x* dogal

sayilar1 i¢in | ’nin her elemaninin en blyUk dereceli kuvvet ¢arpimi G 'nin bazi

elemanlarinin en biiyiik dereceli kuvvet ¢arpimi tarafindan boliiniir.
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G "de mevcut bir polinomun en biiyiik dereceli kuvvet ¢carpimi yalniz X nin
bir kuvvetidir. Bu her i =1,2,...,n i¢in dogrudur.
K[Xl’ Xgren X“% nin bir K—bazi, belirlenmis G ile indirgenmis kuvvet

carpimlarinin kosetlerinin bir kimesidir.

Her i =12,..,n igin X ’nin bir kuvveti bazi g, ’nin bir en blyuk dereceli kuvvet

carpimidir. Belirlenmis G ile indirgenmis sonlu bir¢ok kuvvet ¢arpimi varsa ve

boylece dimE(K[Xl’XZ’“" X"}l/) sonludur.

dimE(K[Xl' Xoseens X“%) sonlu olsun. x 'nin 1,x;, xf,... kuvvetleri lineer
bagimlidir. Bundan dolay1 bir m tamsayi olsun. 0 < j <m olacak sekilde 0= c; ek
icin

Zm:Cj)gj el

j=0
polinomu, k de sadece sonlu bazi koklere sahip olabilir. VR(I) noktalariin i -yinci

koordinatlari igin sadece sonlu baz1 degerleri vardir. O halde V_ (1) sonludur.

Ornek 336 Q[x y|’de I = <x2y— Y+ X Xy? — x> ideali icin belirlenmis x <y
olmak (izere deglex siralamasina gore bir grobner bazi Ornek 3.3.1 den

G= {xzy— Y+ X—Y XY+ X, X+ y— 2x}
dir. x* ve y*, G’nin elemanlarmin bir en biyilk dereceli kuvvet ¢arpimidir ve

béylece V(1) sonludur.
Vg(1)={0.0)(@-2)(-al) (e -1)(-a'1)}

a ve a', z2 —z-1=0 denkleminin kokleridir.

Ornek 3.3.7: | :<f1, f2> C ZS[X, y] i¢in indirgenmis grobner bazi {gl, g,, 93} dir.
f,=x*+y*+1 f, =Xy +2xy+X

lex siralamasina gére x > Yy olsun. Ornek 3.3.2 den
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g=f

d, = Xy +3X+ 2y’ +2y

O, =Y +2y' +4y* +4y+2

x® ve y®, en biiyiik dereceli kuvvet garpimlaridir ve V,_(1') sonludur.

Coziimlerin hepsi Z, *de olmayip bazilar1 Z, ’dedir.

Teorem 333: | =(f}, f,,..., f,) ck[X, X,,...,x,] bir ideal ve w, bir bilinmeyen
deger olsun.
f e\/l_ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1e<f1, [P fs,l—wf>g k[xl,xz,...,xn,w]

olmasidir.

Ispat: Hilbert Nullstellensatz Teoreminden

I(\/E(I)):\/I_ ve f e+/l olmasi igin gerek ve yeter kosul her (a,,a,,...,a,) € V (I)
icin f(ai,az,...,an)=0 olmasidir.

Eger (a,8,,.,8,,b) eV ((f,, f,,..., f,1—-wf)) ise her i =1,2,...,s igin
f(a,a,,.,a,)=0

ve

1-b.f(a,a,,..,a,)=0 dir.

Fakat (a,,a,,...,@,) €V () ve bundan dolay

f(a,a,,.,a,)=0

ve

1-b.f(a,a,,.,a,)=0 dir. 1=0 ifadesinden dolay1 bir ¢eliski olur. Bu yiizden

V_((f,, f,p, fo1-Wf))=2 dir ve Weak Hilbert Nullstellensatz Teoreminden
dolayt 1e(f,, f,,..., f;,1—wf) olur.

le(f,, f,,.... f,1—wf) olsun.
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Bazi h,hek[x,, X,,..., x,, W] i¢cin 1= th +h(l—wf ) ve

n1

Her (a,,8,,..,a,) eV.(1) icin f (a,a,,.,a,)=0 du.
=(1-wf(a,a,,.,a,)h(a,a,,.,a,w) olur. h(a,a,,.,a,,w), w’ye bagh bir

polinomdur.

Eger f(a,,a,,..,a,)#0 ise w= olur ve béylece bir ¢eliski olur.

fay, 2, a,)
Bundan dolay1 f(a,,a,,..,a,)=0 olurve f e+/I dir.

Ornek 3.3.8; | = <xy2 +2y?, x* —2x? +1> cQ[xy] bir ideal  olsun.

f =y—x?+1le+/l oldugunu gosterelim.

(y? +2y* x* ~2x* +11-wly-x* +1 )}, Q[x,y,w] halkasinda bir ideal olur.
X< y<w olmak Uzere deglex siralamasina gore bu ideal icin bir grobner baz1 {1}
dir.

G= {1} olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f e VI olmasidr. Boylece

f e/l olmast i¢in gerek ve yeter kosul baz1 e’lerigin f° el olmasidir.

Omegin deglex siralamasima gore X<y, G= {yz Xt —2x2 +1} bir grobner bazidir.

Bu grébner bazimi i =1.2,... i¢in f ' ’nin normal formunu elde ederken kullaniriz.

Normal formu sifirdir.
Ne(f)="f =0
Ng(f2)=—2yx¢ +2y =0

fakat NG(f 3)=0 bu nedenle f° el dur.

Teorem 3.34: |, k[yl, Yo reees Yoy Xpeee ] nin sifirdan farkli bir ideali, "'<" bir eleme
siralamasi, X >y ve G = {gl, (o PR gt} bu I ideali igin bir grobner baz1 olsun.
Gy, ¥,], 10Ky, y,,] ideali icin bir grébner bazidr.

| ~K[y, ... y,,] idealine, x degiskenlerine elenmis eleme ideali denir.
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Ispat: Gmk[yl,..., ym], I mk[yl,..., ym] tarafindan igerilir.
0 (Y, Y ) el NK[y,,..., y,,] olsun.
G, | igin bir grobner bazi oldugundan en az bir g, € G igin Ip(g, )/Ip(f) dir.
Ayrica f, sadece y degiskenlerini igerir. g, ’nin her terimi Lemma 3.3.1’den y
degiskenlerini igerir.

g € GNK[Yyrs Vo]
Boylece her  felnk[y,..y,] icin Ip(g )/lp(f) olacak  sekilde
g, €Gnk[y,,... v, ] dir ve GnK[y,,...y,.] ile 1 nK[y,,...y,] icin bir grobner

bazidir.

Onerme 33.3: | ve J, K[X.,X,,..., x,] de ideal ve w, bir degisken olsun. Eger

(W, (1-w)3), K[x;, X, ..., x, ] de ideal olursa

1N 3 ={wl,0-w)I)NK[Xe. X, ]

olur.

Onerme33.4: Eger | =(f,, f,,... f,) ve I=(f/, f,,... f)) ise

W wh, (L- W), (L w)E L (Wl (1—w)J) ideali icin bir Greteg kiimesidir.

Ispat: f €1 nJ olsun. O zaman

f =wf +(1—w)f olup

fe(wl,1-w)I)NK[x....x,] dir. Boylece f e(wl,({L-w)I)<=K[x,...x,, W] dir.
o halde

p

f(xl,---,xn)zgmﬂi(&,---,xnh(&,---,xm )+ D (L= W) F7 (e X 0 (0 X, W)

=

we (X, X,,..,x. ) dir.
w=1ise f el

w=0ise f eJ dir.
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Ornek 3.3.9: | = <x2 +y® -1 x- yx+3> ve J= <x2y—1>
Q[x, y|’de idealler olsun.

= (WO +y* =), wix— yx+3), (L-W)(x*y ~1) = Q[x. y, ]
ideali icin bir G grobner bazi elde edelim. x>y olacak sekilde deglex siralamasini
X ile y (zerinde ve w,x ve y den biiyiik olacak sekilde eleme siralamasini

kullanalim.
XCy? =Xy =3y — xy+ X+ 3, Xy + X'y - Xy -y} — X +1,
G =112853w+118x*y + 9x°y® — 357X’y — 972Xx°y* + 2152x*y —118%* —9y* + 357x

+972y - 2152, X’y + 3x°y’ + 3x°y* — x* + 3x°y -3y’ -3y -3

I NJ ideali i¢in bir grobner baz1 da

Xy? =Xy =3Py —xy+ X+ 3, Xy + X'y =Xy —y? —x* + Xy +3x°y® +3x%y?
- x*+3x’y-3y* -3y-3

seklindedir.

Lemma3.3.1: f,gek[x,X,,.., x,] icin

(f)n(g)=([f.a]) (3.2)
dir.

Ispat: ¢=[f,g], ¢ nin tammindan fe(f)m(g) olur.
he(f)n(g) bazt a bek[x, X,,...X,] i¢in h=af =bg dir.
Boylece f/h ve g/h ,[f,g] tanimindan

¢/hise he(¢)=([f,g]),h=c dir. Buradan
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(fl,fz, f,)=(f.,(f,, f,)) olur. Béylece
[ 20 o] =[f[f,. £ ] olup

() (f)n(f)=([1f, T, f,]) elde edilir.

Ornek 33.10: f=x’y*—y*+x*-1, g=xy’-y?’—x+1eQ[xy] ve lex
siralamasina gore W> X >y olsun.

(wf, (1-w)g) = Q[x, y, ] ideali icin grobner bazi

G- X2yt = — v+ L-Wxy® + WX+ Wy — W Xy — X— Y+,
2WX° —2W+ Xy  —x2 -y +1

dir.
(f,g)=1-x"-y*+x°y*

Bolme algoritmasindan [f,g]= BLEC I x—1 dir.

(f.9)

| ve J, K[X,%,,...,X,] de iki ideal olsun. J:1 ={g e k[x,X,,...x,]gl < I}

kiimesi ideal olup boliim ideali olarak adlandirilir.

Lemma 33.2: | =(f,, f,,...f) ve I=(f /... 1)), K[x,%,..x,] de idealler

olsun.
J:I=ﬁJ:<fi> (3.3)

dir.

Ispat: Eger ge J: | ise gl = J,i=12,.,sigin gf, € J ve boylece

ge(JI:(f)

i=1
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dir.
geﬁJ :<f|> olsun. O zaman i =1,2,...,s icin g{f,)= J olup gl = J olur.
i=1

Boylece ge J: | dir.

Lemma3.3.3: J, birideal ve f =0, k[x,, X, ..., X, |"de bir polinom olsun. O zaman

3:(f)=2(n(F) (3.4)
dir.

Ispat: ge%(\] m(f)) , of e J dir. Boylece ge J:(f) olur.

(9.1 e(f).0(f) =)
geJd:(f)ise of €J,g(f)cJ dir. Boylece gf € In(f) olur.
3:(f)=10(1)

dir.

Ornek 3.3.11 g, =x(x+y)*, g9, =y, f, =x*, f, =x+yeQ[x y]

| =(f,, f,) ve J=(g,,9,) olsun.

J : 1 nibulalim.

Lemma 3.3.2.den

I =(3:(f)n(a:(f,)) ve
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ideali icin lex siralamast w>X>y gore Gl:{xzw—xz,V\/y,x3,x2y} grobner

bazidir.

N(1)=(xy)

1
(wg,, wg,, (L-w)f,) = Q[x, y,w] ideali icin G, = {vvx— X—y, Wy, X° + Y%, xy + yz}
grobner bazidir ve

fiz(\] m<f2>):<x2 — Xy + yz,y>

dir.

Sonug olarak

<Wx, wy ,(1- )(X2 — Xy +Y? ) (1—W)y> < Q[x, y, w] ideali igin grobner bazi
G= {Wx X2, y} dir.

Boylece

J:1 :<x2,y> olur.
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4. PIK INDIRGEME TEKNIGi
4.1. Degismeli Cebirde Pik indirgeme Teknigi

Bu bolimde degismeli cebir ve afin cebir geometride pik indirgeme
tekniginin ilk uygulamalarin1 gérecegiz.

Bu teknik genellikle verilen bir T doniisiimler grubunun islemi altinda
verilen bir P nesnesinin kompleksinin kanonik formunun bazi tiirlerini bulmada
kullanilir.

Bu diisiince oldukca basittir. Oncelikle P nesnesinin kompleksi secilir. P
nin kononik formu olan P’ nesnesi btin t(p) (t e T) nesneleri arasinda kompleksi
minimal olandir.

P nesnesinin bir P’ kanonik modelini bulurken ilk 6nce uygun basit
doniistimlerin bir dizisi olusturulur. Boéylece bir nesnenin kompleksi her adimda
azalir. Boyle bir dizi olusturmak miimkiindiir. Bunun icin pik indirgemesi kullanilir.

Degismeli cebirde nesneler polinomlar, onlarin kompleksi ise onlarin
dereceleridir. Dontisiimlerin grubu polinom otomorfizmlerinin bir grubu olup basit
dontisiimler ise temel ve lineer otomorfizmlerdir.

K[X, y], K cismi tizerinde iki degiskenli polinom cebiri olsun.

Teorem4.1.1: p(x,y)=ax"+by"+ > c;x'y' ,abc; eK ,i,j>0,ab=0
im+ jn<mn

ve g(x y)=Ax"+By*+ >'b,Xy’ ,AB,b €K, i,j>0,AB=0 olsun.

1
istjr<rs

Varsayalim m,n’yi n, m’yi s, r’yi r, s'yi bdlmesin. max(m,n)= max(r, s)
olsun. O halde p(x,y)’yi q(x,y)’ye doniistiiren bir & e Aut(K[x, y]) otomorfizmi
yoktur. Bazi 6zel durumlarda my/n veya n/m olan polinomlar almabilir. Ornegin
verilen bir polinomun fiberi bir x=u(t), y=w(t) bir degiskenli polinom parametresi

olarak kabul edilirse bu durum mimkindur.
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Onerme 4.1.1: p,qeC[x y] gibi iki polinomun {p(x,y)=0}, {q(x y)=0}
fiberlerinin bir degiskenli polinom parametresine sahip oldugunu kabul edelim.

O zaman eger C[X, y]’nin p’yi Q’ya doniistiren bir «a e Aut(C[x, y])
otomorfizmi varsa bu otomorfizm bulunabilir.

Ozellikle eger verilen polinomun fiberi bir basit birlesen egri ise Lin ve
Zaidenberg’in [16] iyi bilinen teoremi geregince bu fiber bir degiskenli polinom

parametresi kabul edilir.

K =C durumunda her polinomu x* —vy’, (k, Z):l formunda bir kanonik

modeli vardir.

Teorem 4.1.2: p(x y)eC[x,y], fiberi {p(x,y)=0} olan bir polinom olsun. O

zaman C[x, y]’nin bazi otomorfizmleri p(x, y)’i x* -y’ ye (k, ¢)=1 doniistiiriir.
a) max(k, ¢) < deg(p(x, y))
b) k/deg(p(x, y)) veya ¢/deg(p(x y))
c) p(x, y)’nin Newton poligonu bir {iggen veya bir dogru pargasidir.

p(x,y), ax"+by™+ D¢, X'y’ ,i,j>0,ab=0. Eger mn=0 ise m=k veya

im+ jn<mn
m=/ ve n=/ veya n=k dir.

Aksi takdirde p(x,y) lineer veya ax"+by"+ >lc,X'y’ en biyik

im+ jn<mn

dereceli kism1 bazi diger polinomun uygun kuvvetidir.

Teorem 4.1.3: peC[x, y], sabit bir polinom ve & e Aut(C[X,Y]) olsun. O zaman

@’ nin &,,9,,...,<, elemanter ve lineer otomorfizmler olmak Ulzere Gyle bir

B.93,..D, pargalanisi vardir ki p, :®1®2...®n(p), i=12,..,nve p,=p olup
deg(p, )>deg(p, )<...<deg(p,), 0<k<n dir.

Ayrica deg(pi71)=deg(pi) olacak sekilde en ¢ok bir .

. vardir ve

deg(p, ), deg(p, )'nin minimal derecesidir.
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Bu sonug verilen bir polinomun kanonik modelini bulmak icin bir yontemdir.
Bu yontemle bir p polinomu verildiginde eger varsa deg(p)’yi azaltan bir temel

otomorfizm varligini kontrol ederiz . Yani bu yontem

{x > X, Y —> ly+/12xk}
ve

{X—>11X+/12yk, y——> y}
formundaki otomorfizmlerin varligmmi kontrol etmemizi saglar. Bu sekilde bir
elemanter otomorfizmi kontrol etmek icin 4,, 4, ye bagh bir polinom denkleminin
bir ¢6ziime sahip oldugunu gostermek gerekir. Bu ise grobner bazi kullanilarak
yapilabilir.

Eger dereceyi azaltan bir temel otomorfizm yoksa Teorem 4.1.1°den bir
kanonik model vardir.

K[x, y]’nin her otomorfizmi temel ve lineer otomorfizmlerin bir carpimi
oldugu Jung ve Van Der Kulk’un iyi bilinen bir sonucudur.

Her adimda dereceyi azaltacak temel ve lineer otomorfizmlerin bir dizisi
bulunarak verilen bir polinomun kanonik modelini elde etmek istiyoruz. En son
bulunan polinom derecesi azaltilamiyorsa bir kanonik model olacaktir. Bunu yapmak
igin iki durum s6z konusudur. Birincisi K[t]x K[t] temel doniisiimleriyle K[x, y]’nin
temel otomorfizmleri belirlenir. Ikincisi K[t]x K[t]’nin temel doniistimlerinin bir
sirasint  diizenlemek i¢in Whitehead [14]’nin pik indirgeme teknigi kullanilir.

Bdylece maksimum derece her adimda azaltilir.
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4.2. Temel Otomorfizm ve Pik Indirgemes

Onerme4.2.1: K[x, y]’nin her otomorfizmi

X—> X+ f(yy—y
formundaki otomorfizmlerin ve lineer otomorfizmlerin bir garpiudir. (g,, g, ),
deg(g, ) > deg(g, ) olacak sekilde K[x, y]’nin bir otomorfizmi ise (g,, g, ) bir lineer

otomorfizm veya bir uxeK* ve bir d pozitif tamsayist1 igin

deg(g, - u9,” )< deg(g,) dir.

Onerme 4.2.2: (u,v)e K[t]xK[t] asagidaki elemanter doniisiimlerin bir dizisi
(u,v)’yi (G,V) ye doniistiiriir.

(1) Bu diziye gore polinomlarin maksimum dereceleri her adimda azalir.

(i) ET lerin dizisiyle (u’,v') de maksimum dereceler azalmaz
(i) Eger u ve v aym en biiyilk dereceli terimlere sahip ise (u,v)——(u—-v,v)

donisimii ile maksimum dereceler azalir.

Ispat: ET ’nin bir dizisi azalmadan 6nce maksimum dereceyi yiikseltiyor veya
oldugu gibi birakiyorsa bu dizide ET ’nin bir ¢ift alt dizisi olmalidir. Bu ¢iftin biri
maksimum dereceyi arttirir veya oldugu gibi birakir ve digeri ise onu azaltir. Sonug
olarak pik her zaman azaltilabilir. Baska bir deyisle maksimum derece ET ’nin bir
dizisi ile azaltilabilir. Maksimum derece tek bir ET ile de azaltilabilir.

(uv)e K[t]xK][t] polinomlarm bir cifti ve deg(u)<deg(v), o, ve a,
ET ’nin iki alt dizisi olsun.

ET (1) &, :(uv)—>(u+uv*,v); ueK" k=2

a,, deg(u) < deg(v) oldugundan maksimum dereceyi artirir. Bu durumda bir

lineer ET maksimum dereceyi azaltamadigindan e, igin iki durum séz konusudur.

(a) a2:(u+y.vk,v)—>(u+,u.vk,v+ﬂ(u+y.v")m); AeK" k=2 maksimum

derece artar. Bu da varsayimimizla gelisir.
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(b) @, : (u+ v  ,v)—(u+ uv* + Av™ V), @, nin maksimum dereceyi azaltmast

icin v =—-Av™ olmahdir. Bu durumda a, =a;*

olup pik indirgemesi «, ve
a,’nin etkisini kisaltir. (a0, = .0, =1)

ET(2) o, : (u,v)—(u,v+uu*); pe K" k=2

Eger deg(v+ uu*)=deg(u) ise @, maksimum dereceyi arttinr.
deg(u)sdeg(v) oldugundan ¢, maksimum dereceyi degistirmeyecek sekilde «,
icin iki durum s6z konusudur.
@) @, : (U4 —{u, v+ u* + 2u™)
Eger a, maksimum dereceyi azaltirsa m>k olacaktir. Eger m=k ise «,.a,, bir
tek ET ye esittir. deg(uk)z k.deg(u ),deg(um)z mdeg(u ) m= Kk ’nin uygun
secimiyle deg(v+ au® + ;t.um)< deg(v+ y.u")
Eger m>k ise «,’nin maksimum dereceyi azaltmasi igin deg(u)/deg(v) olmalidir.
Bu durumda e, tek basina (u,v)’nin maksimum derecesini azaltir.
(b) «, :(u,v+y.uk)——>(u+/1.(v+,u.uk)m,v+y.u"); a,, bu giftte ilk polinomun
derecesini degistirir ve bu maksimum derece degildir.

ET (3) «, lineer olmak Uzere
a, :(uv)—>(a.u+a,v,b.u+b,v); a,a,b,b,eK igin iki durum sbz
konusudur.
@) a, :(au+av,bu+ bzv)—>(a1.u +av,b.u+b,v+u(au+ azv)k)
k=1 ise «, lineer ve o, , yalmz bir ET dir.
k>1 ise a, maksimum derecesini azaltacak sekilde a, =0 olmalidir. Bu durumda
bir tek ET ile (u,v)’nin maksimum derecesi azalir.
(b) (ET 1)’in «, icinde durum benzerdir. «,’nin (ET 1) tipinde olmast durumu

tamamen aynidir.
Boylece yukaridaki durumlarin her biri diistiniildiigiinde eger pik indirgemesi

varsa dizideki ET lerin sayisini azaltabiliriz.
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Onerme4.23: p(x y)=ax"+by™+ > c;x'y’' ;ab,c;eK,i,j>0ab=0
im+ jn<mn

olsun. m, n’yi n, m’yi bélmesin. O zaman p(x, y)’nin derecesini azaltabilecek

a € Aut(K[x, y]) otomorfizmi yoktur.

Onerme4.2.4: p(x,y)=ax"+by™+ > c;x'y’' ;ab,c;eK,i, j>0ab=0

1]
im+ jn<mn

formunda bir polinom olsun.

Bir g elemanter veya lineer otomorfizm, p(x, y) ’e uygulanarak ayni formda
bir polinom elde edilir. m/n veya n/m durumlarda m=kn olur ve
BiXx—oX+uy; y—oyuekK’

dir.

Ispat: Bu durum bir lineer otomorfizm igin agiktir. 2, bir elemanter otomorfizm

olsun. O zaman

BiX—oX+uy y—>yueK k=2 (4.1)

n-1
B(p(x y) =ax" +au"y' " +by™ + 3 by X'y "+ S (X +p'y !
i=1

im+ jn<mn

i-1
+ Z aij Xsyk(l—s)ﬂ )

s=1

Burada t¢ durum sz konusudur.
kn<m (4.1) de x'y'’nin her monomialinin im+ jn<mn ye sahip oldugunu
goOstermeliyiz.
x°y =9I formundaki monomialler i¢in bu durum agik degildir.
km+ (k(i—s)+ j)n=sm+kn(i —s)+ jn
kn < m oldugundan km+ kn(i —s)< sm+m(i —s) olur. Bu yiizden

km+ (k(i—S)+ j)n<mi+nj <mn
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kn>m bu durumda S(p(x, y)) nin en biiyiik dereceli kismi ax” +au"y*",
(4.1) deki her x'y’ monomialinin ikn+ jn<kn® sahip oldugunu gdstermeliyiz.

S

x°y =9I formundaki monomialler icin

skn+ (k(i —s)+ j)n = kni + jn (4.2)
oldugunu gostermeliyiz. im+ jn < mn nin her iki tarafini kn ile carpalim.
m

kn, . = kn
—(mi+nj)<—.mn
m m

2 -

n-J
m

kni + < kn?

y kn?
kn > m oldugundan — > n
m

kni + jn < kn?
Bu durumda (4.2)’iin ispat1 tamamlanmis olur.

(c) kn=m en bilyiik dereceli terim olan y™’i yok eden f: X—— X+ z.y*;
y—— VY, 1 € K" olmas1 durumu disindaki ET ler igin 6nceki durumlar s6z konusu

olur.

Onerme 4.2.3 ispati : p(x, y)’i q(x, y)’e doniistiiren bir o € Aut(K[x, y]) kabul
edelim. p(x, y) polinomunu bir degiskenli parametrik polinom seklinde yazalim. O
zaman (p(0,t), p(t,0)) e K[t]x K]t] olur.

Temel otomorfizmlerin bir dizisinde « otomorfizmine uygun gelecek
polinomun derecesini azaltacak bir elemanter otomorfizm olmalidir. Elemanter

otomorfizmler dizisinde dereceyi azaltan elemanter otomorfizmin uygulanabilecegi

ilk yer bulunmalidir. Bu otomorfizmin
BiXx——X+uy s y—syueK’

formunda ve bir f)(X, y) polinomuna uygulandigini varsayalim.
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B(x y)=ax" +by"+ >'&x'y' olsun.

i A<
b(x, y) polinomunun derecesini azaltan S otomorfizm uygulanarak K. = ve
ve K" dur. (v,ba™ olabilir)
(u,v)——>(u+u.v",v) formundaki ET ’nin (E(O,t), f)(t,O)) polinomlarinin
ciftine uygulanarak derecelerinin maksimumu azalir.
Onerme 4.2.2 den (p(0,t), p(t,0)) polinomlarin maksimum derecelerini azaltan bir

ET vardir. Bununla birlikte verilen Onerme 4.1.I’in hipotezi bunun miimkin

olmadigini gosterir.

Onerme 4.1.1 ispat: Oncelikle p ve g’nun her ikisinin C[x,y]’nin
otomorfizmleriyle dereceleri azaltilamayan kanonik modellere sahip oldugunu

gostermeliyiz. Polinomlarin her ikisi

ax"+by™+ >c,xy' ;mn>0 (4.3)

im+ jn<mn

formundadir. Eger m/n veya n/m ise uygulanan bir elemanter otomorfizm ile
polinomun derecesini azaltabiliriz. Bu elemanter otomorfizm kolayca bulunabilir.
Eger kn=m ise B:X—>x+uy*; y——>y, u=%—b otomorfizmi uygulanir.
Bu sekilde devam ederek (m<n) (4) formunda bir polinom elde edilir. Diger
polinomda dereceleri m' ve n" aynmi forma azaltilir.

m <n' kabul edelim. Eger n'=n, (Teorem 4.1.1 ile ) p(xy)’i q(xy)’ye
doniistiiren C[x, y]’nin otomorfizmi yoktur. Eger n'=n ise p’ye q’ya doniistiiren

bir otomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kosul

{X >X, Y >y + f (X)}, deg(f ) < % formundaki bazi otomorfizmler ile bir lineer

otomorfizmin bileskesi p’yi q’ya doniistiirebilir olmasidir.
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Eger bu mumkinse f(x) polinomunun sabitlerini diisiinmeliyiz. Polinom

denklemlerinin bir sisteminin C’de bir ¢dziimii vardir. Grobner bazinin iyi bilinen
algoritmas1 uygulanarak yapilabilir. Bu algoritma genellikle yavastir. Bununla
birlikte Onerme 4.1.1 6zel durumu vardir. Tamaminda bu algoritmay:r uygulamak
zorunda degiliz. Bu durumda eger verilen polinom bir koordinat yani x’in otomorfik
gorunttst ise mimkunddr. Bu durumda (4.3) formunda bir polinom alindiginda

polinomun diizenli olmast igin gerek ve yeter kosul max(m,n)=1 olmasidir.

Teorem 4.1.2 ispati: Zaidenberg ve Lin [L6] nin bir sonucuna gére C[x, y]’nin bazi
otomorfizmleri p(x,y)’i x*-y"’e (k1)=1 goturr. {xk—y" :0} polinom
fiberinin bir degiskenli parametrizasyonu X=t',y=t* dir. Bu yiizden bastaki
agiklama ile {p(x, y)=0} fiberi x=u(t),y=v(t) parametreli kabul edilir ve bir ET
dizisi  (u(t),v(t))’i (tf,t")’ya doniistiirtir. Boylece maksimum dereceler bir
polinomlar giftinde her adimda azalir bazen maksimum derece birka¢ adimda
degismez. (Teorem 4.1.2 nin (a) ve (C) ispati tamamlandi.) ET dizisinde gecen ET
maksimum dereceyi azaltir. O zaman dizideki maksimum dereceyi azaltan son ET
almir. Yani bu ET nin uygulamasindan sonra derecelenir. Béylece {k, k},
{k,1},{l,1} olan bir polinom cifti elde edilir.

Yani bir polinom giftinin en az birinin {km,k} veya {l,m} (m>2) dir. Bu
durumda k wveya | polinomlar ciftinde maksimum dereceyi boélduklerinden iki

degiskenli polinomun derecesini de bolerler.

Teoremin (b) kismi1 benzer sekilde ispatlanir.
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4.3.Polinom Otomorfizmlerinin Grubunun Parcalamsi

Bu bélimde, arttirma ile bir serbest carpimda Aut(K[X, y]) grubunun yeni bir

pargalanigini Uretmek igin pik indirgeme metodunun bir uygulamasini verecegiz.

Arttirma ile serbest ¢arpimda bunu izleyen iyi bilinen analizler vardir.
Aut(K[x y]) = Af * o, OU = Af >, AU (4.4)

Analizimiz daha simetrik bir forma sahiptir.

Teorem 4. 3.1.
Aut(K[x, y])=TOU *_;, s TAU =TUU *, TAU (4.5)

Yéntemimizin diger modeli olarak TUU ve TAU gruplarinimn igindeki lineer
olmayan otomorfizmlerini ayiracagiz.

K [X, y] "de polinomlarin ¢iftine uygulanan ET leri tanimlayalim.
(E1) (u,v)——>(u + a.vk,v)a eK" k>2
(E2) (u,v)—>(u,v+ a.u")
(E3) Afin dontisiimler
(u,v)—(au+a,v+c,,bu+b,v+c,);a,a,,b,b ,c,c, eK
Bu elemanter déniisiimler Jung ve Vander Kulk un teoremi ile Aut(K[x, y])’e

izomorfik olan bir grup Uretir.
Lemma 4.3.1. (E1) ve (E2)’nin doniisiimleri tarafindan Uretilen grup (E1)
doniistimleri tarafindan Uretilen alt grubu ile (E2) doniisiimleri tarafindan Uretilen alt

grubunun bir serbest ¢arpimidir. Bu altgruplar abelyendir.

Ispat: Ispat: yaparken pik indirgeme teknigini kullanacagiz. Yani
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ET "nin bir dizisi azalmadan 6nce (ET 1 veya ET 2) maksimum dereceyi
yukseltiyor veya oldugu gibi birakiyorsa dizide ET ’nin bir ¢ift alt dizisi olmalidir.
Bu ciftin biri maksimum dereceyi arttirir veya oldugu gibi birakir ve digeri ise onu

azaltir. Sonug olarak pik her zaman azaltilabilir. (u,v), K[X, y]’nin polinomlarinin
bir ¢ifti ve degu<degv ve a, ve a,, (u,v)’ye uygulanan ET nin iki alt dizisi
olsun.

1) o :(u,v)——>(u+a.vk,v)ae K" k=2
a,, kabulimiz degu <degv oldugundan maksimum dereceyi arttirir. Bu durumda
a, icin iki durum s6z konusudur.

@ a,:(u+ y.v",v)—>(u + uv* v+ blu+ y.vk)m) beK",m>2  maksimum
derece artar bu da kabuliimizle ¢elisir.

(b) e, : U+ v ,v)—(u+ uv* +bv™,v)

a,’nin maksimum dereceyi azaltmasi igin V" = -bv™ olmahdir. Bu durumda
a, = a; - olup pik indirgemesi «, ve «,nin etkisini kisaltir.

) o :(uv)—>uv+aufae K" k>2

Eger deg(v+ a.uk)z deg(u") ise o, maksimum dereceyi arttirir. Bununla
birlikte degu<degv oldugundan ¢;, maksimum dereceyi degistirmeyecek
sekildedir. O halde «, igin iki durum s6z konusudur.

@ a, : (u,v+au)—u,v+au +bu")

Eger o, maksimum dereceyi azaltirsa m> k olacaktir. Eger m=Kk ise oy, ,
bir tek ET ye esittir. Eger m>k ise, a, maksimum dereceyi azaltmasi
icindegu/degv  olmalidir. Bu durumda «, tek basma (u,v)’nin maksimum
derecesini azaltir. «; ve «,degistirilebilir.

(b) a, :(uv+ a_u")—>(u+b.(v+ au* )" v+ a.uk)
a,, bu ciftte ilk polinomun derecesini degistirir ve bu maksimum derece degildir.

Boylece ET nin bir carpimu verildiginde o ‘o formundaki ET 1 veya ET 2 nin
ET ciftlerinin etkisini kisaltir. Aymi tipin ET leri degistirilip ET nin diger
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carpimini verir. Ayni otomorfizm, T ile verilmis polinomlarin bir ¢iftinin maksimum
derecesini azaltir. Polinomlar (T(x),T(y)) ile baslanip, (x,y) ¢ifti ile biter. Her

adimda, se¢ilen ET , maksimum derecesini azaltabilir ve tektir.
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