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thesis we have analyzed necessary and sufficient conditions determining whether the 
given a set G  is grobner basi. K . On the other hand using peak reduction technique, 
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1. GİRİŞ 

 

                                                                                                                                                                                                                     

Pik indirgeme metodu teorik bilgisayar biliminde olduğu gibi matematiğin 

farklı birçok alanında kullanılan bir tekniktir. Bu teknik Whitehead [ ]14  tarafından 

tanımlandı. Whitehead [ ]14 , bu tekniği bir serbest grubun otomorfizmlerini 

ilgilendiren algoritmik problemleri çözmek için kullandı. Ayrıca bu yöntem grup 

teorisi, topoloji ve diğer bazı alanlarda birçok problemin çözümünde kullanıldı. 

Bu tezde, Pik indirgeme tekniğinin, değişmeli cebir ve afin cebir 

geometrisindeki ilk uygulamalarını inceleyeceğiz. Kullanılan bu teknik,  

                                      ji

mnjnim
ij

mn yxcbyax ∑
≤+

++   

formundaki polinomları sınıflandırarak iki değişkenli polinomların bir 

sınıflandırmasını sağlar. 

Bu teknik genellikle verilen bir T  dönüşümler grubunun işlemi altında 

verilen bir P  nesnesinin kompleksinin kanonik formunu bulmada kullanılır. 

 2. Bölümde tez boyunca kullanılan tanımlar ve bazı teoremler verildi.  

    3.Bölümde Gröbner bazı incelendi. Gröbner bazı 1965 yılında Bruno 

Buchberger [ ]2  tarafından tanımlandı. [ ]nxxxK ,...,, 21 , K  cismi üzerinde n  

değişkenli polinom cebiri ve sıfırdan farklı elemanlara sahip bir { }tgggG ,...,, 21=  

kümesi olsun. Eğer her ∈f { }0I −  ve en az bir { }ti ,...,2,1∈  için ( ) ( )flmglm i  ise 

G  kümesine bir gröbner bazı denir. Birbirlerine denk koşullar verilerek 

[ ]nxxxK ,...,, 21  n  değişkenli bir polinom cebirinin G  gröbner bazı elde edildi. Eğer 

{ }tgggG ,...,, 21= ⊂ [ ]nxxxK ,...,, 21  olmak üzere G , bir gröbner bazı ise her 

∈f [ ]nxxxK ,...,, 21  için G  ile bölümünden kalan teriminin tek olduğu gösterildi. 

Ayrıca bu bölümde gröbner bazının temel uygulamaları verildi. 

 4. Bölümde Pik indirgeme tekniğinin değişmeli cebir ve afin cebir 

geometrisindeki uygulamaları incelendi. Pik indirgeme tekniği matematiğin farklı 

birçok alanında ve bir serbest grubun otomorfizmleri ile ilgili algoritmik problemleri 
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çözmek için kullanıldı. [ ]yxK , , K  cismi üzerinde iki değişkenli polinom cebiri 

olsun. Pik indirgeme tekniği kullanılarak ji

mnjnim
ij

mn yxcbyax ∑
≤+

++  formundaki 

polinomları sınıflandırarak iki değişkenli polinomların bir sınıflandırması sağlandı. 
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 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu kısımda gröbner bazı ve pik indirgeme tekniği ile ilgili temel tanım ve teoremleri 

vereceğiz. 

 [ ]nxxxK ,...,, 21 , K  cismi üzerinde n  değişkenli polinom cebiri ve 

{ }niNxxxT in
n n ,...,2,1,...21

21 =∈= αααα  bazıyla bir K -vektör uzayı olsun.  

 

2.1.Gröbner Bazı 

 

Tanım 2.1.1: K , bir cisim olsun. n  değişkenli polinomlar kümesini [ ]nxxxK ,...,, 21  

ile gösterelim. [ ]nxxxK ,...,, 21 , değişmeli bir halkadır. Aynı zamanda 

[ ]nxxxK ,...,, 21  kümesi, { }niNxxxT in
n n ,...,2,1,...21

21 =∈= αααα  bazıyla bir K -vektör 

uzayıdır. 

( ){ }KaaaaK in
n ∈= ,...,, 21  kümesine afin n -uzayı denir. 

K = R  alınırsa nR  öklit uzayı elde edilir. Verilen bir [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  polinomu, 

nK  den K ’ ya aşağıdaki şekilde bir fonksiyon tanımlar.  

             K n     → f
   K   

    ( )naaa ,...,, 21
→ ( )naaaf ,...,, 21   

Bu fonksiyon evaluasyon diye adlandırılır. 

Örneğin; [ ]yxKf ,∈ , yxf .=  

              K 2 → f K  

           ( ) ( ) Kf ∈==→ 102.52,52,5  

         

Tanım 2.1.2: [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  olsun. 

( ) ( ) ( ){ }0,...,,,...,, 2121 == nn aaafaaafV  kümesine f ’nin sınıfı denir. 

          

Örnek 2.1.1: ∈−+= 122 yxf [ ]yxR ,  için ( )fV  kümesini yazalım. 
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( ) ( ){ }01, 222 =−+∈= yxRyxfV  kümesi xy  düzleminde merkezi (0,0), 

yarıçapı 1 olan bir çemberdir. 

 

Tanım  2.1.3: [ ]ns xxxKfff ,...,,,...,, 2121 ∈   için 

( ) ( ) ( ){ }siaaafaaafffV nins ≤≤== 1,0,...,,,...,,,...,, 212121  

olarak tanımlanır. Dikkat edilecek olursa 

( ) ( )
si

is fVfffV
≤≤

=
1

21 ,...,,       

dir. 

Daha genel olarak [ ]nxxxKS ,...,, 21⊆  ise 

( ) ( ) ( ){ }SfaaafaaaSV nn ∈∀== ,0,...,,,...,, 2121  

dır. 

 

Örnek 2.1.2: ( )222 3,1 yxyxV −−+  kümesini belirleyelim. 

0122 =−+ yx  (0,0) merkezli, 1 yarıçaplı çember 

ve 

03 2 =− yx  xy  düzleminde bir parabol olup 

( )222 3,1 yxyxV −−+  bu her iki eğri üzerinde bulunan tüm noktaların kümesidir. 

[ ]ns xxxKfff ,...,,,...,, 2121 ∈  olmak üzere sfff ,...,, 21  polinomları tarafından 

üretilen ideali sfffI ,...,, 21=  ile göstereceğiz. 

 

Lemma 2.1.1: sfffI ,...,, 21= , [ ]nxxxK ,...,, 21  de bir ideal olsun. 

( ) ( )sfffVIV ,...,, 21=  

dir. 

 

İspat: ( )IVa∈  olsun. Her If ∈  için ( ) 0=af , If i ∈  için ( ) 0=afi  ise 

( )sfffVa ,...,, 21∈  dir. ( ) ( )sfffVIV ,...,, 21⊆  olur. 
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( )sfffVa ,...,, 21∈  olsun. If ∈  olsun. 

ss fufufuf +++= ...2211  olsun. [ ]si xxxKu ,...,, 21∈  , si ≤≤1  

))(...()( 2211 afufufuaf ss+++=     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0...2211 =+++= afauafauafauaf ss    

( )IVa∈  olur. 

( ) ( )IVfffV s ⊆,...,, 21  

Sonuç olarak ( ) ( )sfffVIV ,...,, 21=  dır. 

 

Örnek 2.1.3: ,, xyxL +=  yxI ,= , xyyyxxyxJ ++= ,,, 22  kümeleri [ ]yxK ,  

de birer ideal olsun. JIL == olduğunu gösterelim. 

Jyx ∈,  olup olmadığını göstermeliyiz. 

( ) ( ) Jyxxyyxyx ∈−=+−+  ise ( ) Jyx ∈− 2   

                                          
  

JJJ
xyyx
∈∈∈

−+ 222

∈J 

                                        Jxy∈− 2   ise  Jxy∈−  

Jxxyxyx ∈=−+ , Jyxyxyy ∈=−+    

 

Önerme 2.1.1. ss ffffff ′′′= ,...,,,...,, 2121  ise 

( ) ( )ss fffVfffV ′′′= ,...,,,...,, 2121   

dir. 

 

İspat: Bu önermenin ispatı [ ]2  de verilmiştir. 

 

Teorem 2.1.1: ( Hilbert Baz Teoremi )[2] 

R , değişmeli bir halka olsun. Aşağıdakiler birbirlerine denktir. 

)i  I , R ’nin herhangi bir ideali ise öyle Rfff s ∈,...,, 21  vardır ki 

sfffI ,...,, 21=  dir. 
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)ii  Eğer ......21 ⊆⊆⊆⊆ NIII  R  de artan bir idealler zinciri ise bir N  için 

...21 === ++ NNN III     dir. 

 

İspat: I , R  nin bir ideali ve sfffI ,...,, 21=  olsun. 


∞

=

=
1i

iIJ  idealini alalım. 

(i) den dolayı sfffJ ,...,, 21=  olacak şekilde Rfff s ∈,...,, 21  dir. O zaman bir N  

için Ns Ifff ∈,...,, 21  dir. Böylece ...21 === ++ NNN III  olur. 

Şimdi tersine ......21 ⊆⊆⊆⊆ NIII  R  de artan idealler zinciri ve bir N  için 

...21 === ++ NNN III  olsun. 

I ’nın, R ’de sonsuz üreteçli bir ideali olduğunu varsayalım. 

If ∈1 alalım. If ≠1  dır.                                                 

1
2 f

If ∈ alalım. Ifff ≠⊂ 211 ,  dır.                                 

21
3 , ff

If ∈ alalım. Iffffff ≠⊂⊂ 321211 ,,,  dır. 

             

Bu şekilde sonsuz artan zinciri elde edilir. Hipotezden bir s  için sfffI ,...,, 21=  

olup I ’nın sonlu üreteçli olduğu görülür. 

 

Tanım 2.1.4: R , birim elemanlı ve değişmeli bir halka olsun. Eğer R , Teorem 

2.1.1. deki koşullardan birini sağlıyorsa R ’ye bir Noetherian halkası denir. 

 

Teorem 2.1.2: R , bir Noetherian halka ise [ ]xR  de bir Noetherian halkasıdır. 

 

Sonuç 2.1.1: K  bir cisim ise [ ]nxxxK ,...,, 21  bir Noetherian halkasıdır. 
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Tanım 2.1.5: αx , ∈βx nT  olsun. Bir sıralamanın tam sıralama olması için βα xx < , 
βα xx =  veya βα xx >  olması gerekir. Ayrıca g , [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  ve ( )glm , 

( )flm ’den daha küçük olmak üzere rf g→  şeklinde f , g ’ye göre r ’ye 

indirgenir. r ’nin derecesi g ’nin derecesinden küçüktür. Böylece bu indirgeme 

sonludur ve bu sıralama iyi sıralama olur. Bütün bu koşulları sağlayan sıralamaya 

terim sıralaması denir. 

 

Tanım 2.1.6: nT , vektör uzayını düşünelim. Aşağıdaki koşullar sağlanırsa nT  

üzerindeki bir "terim sıralama" sına, "<" tam sıralamadır denir. Terim sıralamasına 

göre ,xx < yx <  yada xy <  dir. yx <  ve zy <  ise zx <  dir. 

1) 1,,1 ≠∈∀< ααα xTxx n  ise 

2) Eğer βα xx <  ise γβγα xxxx < , nTx ∈∀ γ , 
n

nxxxx αααα ...21
21=  ise ( ) n

n N∈= αααα ,...,, 21 , niNi ≤≤∈ 1,α . 

 

Tanım  2.1.7:  nT  üzerinde nxxx >>> ...21  ve ( )nαααα ,...,, 21= , 

( ) n
n N∈= ββββ ,...,, 21  olsun. Eğer iki farklı iα  ve iβ  koordinatlarından soldan ilk 

bileşenden başlayarak ii βα <  koşulu sağlanırsa bu sıralamaya alfabetik sıralama 

denir. Bu sıralamaya kısaca lex sıralaması diyelim. 

Örneğin, lex sıralamasına göre 5
2

2
1

2
1 xxx <  olur. 

 

Tanım 2.1.8: nxxx >>> ...21  olsun. 

),...,,( 21 nαααα =  
( )nββββ ,...,, 21=  olmak üzere eğer 

βα xx < ⇔ ∑∑ < ii βα  yada ∑∑ = ii βα  ise βα xx <  (lex’e göre) ise bu 

sıralamaya dereceye göre alfabetik sıralama denir. Bu sıralamayı dlex ile 

göstereceğiz. 

Örneğin; dlex sıralamasına göre 4
22

2
1 xxx < , 
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    lex sıralamasına göre 4
22

2
1 xxx >  dir. 

 

Tanım 2.1.9: nxxx >>> ...21  olsun. 

βα xx < ⇔ ∑∑ < ii βα  yada ∑∑ = ii βα  ve sağda karşılaştırma 

yapıldığında derecesi büyük olan daha küçüktür şeklindeki sıralamaya dereceye göre 

ters yönde alfabetik sıralama denir. Bu sıralamayı drlex ile göstereceğiz. 

Örneğin; dlex sıralamasına göre 3
2132

2
1 xxxxx > ,  

   drlex sıralamasına göre 3
2132

2
1 xxxxx <  dir. 

 

Not: [ ]21 , xxK ’de drlex ile dlex eşdeğerdir. 

 

İspat: ba xxx 21=α , dc xxx 21=β  dcba +=+  olsun. 

     βα xx <  (dlex) ⇔ dcba xxxx 2121 <   

                               ⇔ ca <  olduğundan 0<− ca  

                               ⇔ bdbdca <<−=− ,0   

                    ⇔ dcba xxxx 2121 <  (drlex) 

                               ⇔ βα xx <  (drlex)  

dir. 

 

Önerme 2.1.2: [ ]nxxxKgf ,...,,, 21∈  için ghf .=   olacak  şekilde bir 

[ ]nxxKh ,...,1∈  varsa fg  yazacağız. nTxx ∈βα ,  ve ≤  bir terim sıralaması olsun. 

Bu durumda αx , βx  yı böler ise βα xx ≤  dir. 

 

İspat: γαβ xxx =  olacak şekilde nTx ∈γ  olsun. γx≤1  ise βγαα xxxx =≤  dir. 

Böylece βα xx ≤  dir. 

 

Önerme 2.1.3: nT  üzerindeki her terim sıralama bir iyi sıralamadır. Her nTA ⊂  ve 

her Ax ∈β  için Ax ∈α  vardır ve βα xx ≤  dır. 
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Tanım 2.1.10: [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  ve rxaxaxaf r
ααα +++= ...21

21  olsun. Burada 

n
ii

n NKaTx i ∈∈∈ αα ,,  dir. rxxx ααα >>> ...21  varsayalım. 

1) f  nin en büyük dereceli monomiali ( ) 1αxflm =  

veya f  nin en büyük dereceli kuvvet çarpımı ( ) 1αxflp =  

2) f ’nin en büyük dereceli katsayısı ( ) 1aflc =  

3) f ’nin en büyük dereceli terimi ( ) 1
1

αxaflt =  

şeklinde tanımlanır. 

 

Not: [ ]nxxxKgf ,...,,, 21∈  için 

( ) ( ) ( ) 0000 === ltlclp , 

( ) ( ) ( )glpflpgflp .. = , 

( ) ( ) ( )glcflcgflc .. = , 

( ) ( ) ( )gltfltgflt .. =   

dir. 

 

Örnek 2.1.4: 332 232 xxyyzxf −+=  ve zyx >>  olsun. 

1) lex sıralamasına göre  

                                       ( ) 3xflp =  

                                                  2)( −=fIc  

                                                  
32)( xfIt −=  

dır. 

 

2) deglex sıralamasına göre  

                                             ( ) yzxflp 2=   

                                                        2)( =fIc  

                                                        yzxfIt 22)( =  
dır. 

3) degrlex sıralamasına göre  



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                        Nil MANSUROĞLU 

10 

                                              ( ) 3xyflp =  

                                                         3)( =fIc  

                                                        
33)( xyfIt =  

dır. 

 

Tanım 2.1.11: [ ]nxxxKhgf ,...,,,, 21∈  olsun. Eğer ( )glm , f  deki bir m terimini 

bölerse ve 

( ) g
glt

mfh −=  ise f , modulo g ’ye göre bir adımda h ’ye indirgenmiştir 

denir ve hf g→  ile gösterilir. 

 

Örnek  2.1.5: [ ]yxQ , ’de 146 32 −+−= yxyxf  , 32 yxyg +=  polinomlarını 

alalım. yx >  olsun. 

lex sıralamasına göre  

( ) yxxyglm 26=  

)2(31463 332 yxyxyxyxxgfh +−−+−=−=  
33 314 xyyxh −−+−=  

( ) 3xyhlm =  

hf g→  olur. 

dlex sıralamasına göre  

( ) 33 4yyglm =  
332 481464 yxyyxyxgfh −−−+−=−=  

xyxyxh 816 2 −−−=   

olur. 

 

Tanım  2.1.12: [ ]ns xxxKfffhf ,...,,,...,,,, 2121 ∈  ve { }sfffF ,...,, 21=  olsun. Eğer 

hhhhf tiii f
t

ff →→→→→ −121
21   
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olacak şekilde bir { }siii t ,...,2,1,...,, 21 ∈  indis kümesi ve 

[ ]nt xxxKhhh ,...,,,...,, 21121 ∈−  polinomları varsa f , modulo F ’ye göre h ’ye 

indirgenir denir ve hf F→  ile gösterilir. 

 

Örnek 2.1.6: [ ]yxQ , ’de xyfyyxfxyf −=−== 2
21

2 ,, , dlex sıralamasına göre 

yx <  ve { }21 , ffF =  olsun. 

xf F→  olduğunu gösterelim. 

xyxy ff →→ 21 22
 

2
2

2
1 )( yyyx

yx
xyxyh =−−=

 

( ) xxy
y
yyh =−−= 2

2

2
2   

dir. 

  

Tanım  2.1.13: [ ]nxxxKr ,...,, 21∈  olsun. Eğer 0=r  veya 

{ }siffffF is ≤≤≠= 1,0;,...,, 21  için ( )iflm ’lerden hiçbiri r ’nin hiçbir 

monomialini bölmüyorsa r ’ye F ’ye göre indirgenmiş polinomdur denir. 

Ayrıca eğer rf F→  ile indirgenmişse ve r , F ’ye göre bir indirgenmiş polinom 

ise, r ’ye f ’nin F ’ye göre kalan terimi denir. 

 

Örnek 2.1.7: [ ]yxQ , ’de xyfyyxfxxyf −=−=−= 2
21

2 ,, , { }21 , ffF =  ve dlex 

sıralamasına göre yx <  olsun. 

( ) ,1 yxflm =  ( ) 2
2 yflm =  olup aşağıdaki indirgemeleri düşünelim. 

1
1 hf f→  

ile 

1
2

2

)( hyxyyx
yx

xyf =+−=−−
 

elde edilir. 
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02
2 2

1

1 =→+−→ hyxf f

h

f


 

ile 

0)( 2
2

2

1 =−− xy
y
yh

 
elde edilir. O halde 0.1 21 =−− fyff  olup 

21 fyff +=  , 21 , fff ∈  dır. 

Sonuç 0 ise 21 , fff ∈  dir. 

 

Teorem 2.1.3: { } [ ]nii xxxKsiffF ,...,,1,0 21⊆≤≤≠=  ve [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  

verilsin. Bölme algoritması gereğince en az [ ]ns xxxKruuu ,...,,,,...,, 2121 ∈  vardır 

öyle ki rfufufuf ss ++++= ...2211  dir. Bu durumda 

( ) ( ) ( ) ( )














=

≤≤
rlmflmulmflm

si
ii ,.maxmax

1
 olup r ’nin hiçbir monomialini bölmez. 

 

Örnek 2.1.8: [ ]yxQxxyf ,2 ∈−= , [ ]yxQffI ,, 21 ⊆= , 

xyfyyxf −=−= 2
21 , , { }21 , ffF =  ve dlex sıralamasına göre yx <  olsun. 

021 2 →−→ ff xyf  böylece 0→Ff , indirgemelerine göre 21 fyff +=  ve 

0=r  olduğundan 21 , ffIf =∈  dır. 

 

Örnek 2.1.9: [ ]yxQxxyf ,2 ∈−= , { }21 , ffF = , xyfyyxf −=−= 2
21 , , 

[ ]yxQff ,, 21 ∈  ve dlex sıralamasına göre yx <  olsun. 

xyf ff →→ 21 2
 

indirgemelerine göre 

xfyff ++= 21 .1 , xr =  dir. 
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Tanım 2.1.14: [ ]nxxxK ,...,, 21 ’nin bir I  ideali tarafından içerilen ve sıfırdan farklı 

elemanlara sahip bir { }tgggG ,...,, 21=  kümesi verilmiş olsun. Eğer her { }0−∈ If  

ve en az bir { }ti ,...,2,1∈  için ( ) ( )flmglm i  ise G  kümesine bir gröbner bazı denir. 

 

Tanım  2.1.15: [ ]nxxxKS ,...,, 21⊆  olsun. ( ) ( ) SffltSlt ∈= ,  idealine S  nin en 

büyük dereceli terim ideali denir. 

 

Teorem 2.1.4: { } [ ]nt xxxKgggG ,...,,,...,, 2121 ⊂=  bir gröbner bazı olması için 

gerek ve yeter koşul G  ideali içinde bir gröbner bazı olmasıdır. 

 

Tanım 2.1.16: [ ]nxxxKgf ,...,,,0 21∈≠  ve ( ) ( )( )glmflmlcmL ,=  olsun. 

g
gIt

Lf
fIt

LgfS
)()(

),( −=
 

polinomuna f  ve g ’nin S -polinomu denir. 

 

Örnek 2.1.10: [ ]yxQgfxygyyxf ,,,3,2 2 ∈−=−=  dlex sıralamasına göre yx <  

),( 22 yyxlcmxyL ==    

323232
),(

22

2

22 xygxfyg
y

xyf
yx
xygfS +

−
=−=−=

 

xyxglmfylm 2

3
1

2
=






=






   

dir. 

 

Örnek 2.1.11: xyfyyxfxyf −=−=+= 2
21

2 ,,1 , [ ]yxQfff ,,, 21 ∈   

ve dlex sıralamasına göre yx <  olsun. 

1
2 .11 fyfyf f −=+→  

xyfflcmLx
yyx

2
21 ))Im(,)Im((

2

===

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2
2

1
2 .1.1 fxxfyy ++=++  

( ) 212121
22 ,,.. ffffSfxfyxy ∈=−=+−  dir. 

 

Tanım 2.1.17: { }tgggG ,...,, 21=  gröbner bazı olsun. Eğer her i  ve ( ) 1=iglc  ve 

her ji ≠  için, ( )iglm , ( )jglm ’yi bölmüyor ise G ’ye minimal gröbner bazı denir. 

 

Tanım  2.1.18: { }tgggG ,...,, 21=  bir gröbner bazı ve herhangi ij ≠  için 

( ) ( )ij glmglm  olsun. Eğer her i  için ( ) 1=iglc  ve ig , { }igG − ’ye göre 

indirgenmişse G ’ye indirgenmiştir denir. 

 

Tanım 2.1.19: [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  ve rf G→  olsun. r  elemanına G ’ye 

belirtilen sıralama ile f ’nin normal formu denir ve ( )fNG  ile gösterilir.  

 

K , k ’nın genişletilmiş cismi olsun. K  bir cisim öyle ki Kk ⊂  dır. 

[ ]nxxxkS ,...,, 21⊆  ise 

( ) ( ) ( ){ }SfaafKaaaSV n
n

nk ∈∀=∈= ,0,...,,...,, 121  olup 

eğer [ ]ns xxxkfffI ,...,,,...,, 2121 ⊆=  ise 

( ) ( ) ( ){ }siaafKaaIV ni
n

nk ≤≤=∈= 1,0,...,|,..., 11  
         ( )sk fffV ,...,, 21=  

şeklindedir. 
nKV ⊆  alt kümesi alalım. 

( )VI  ideali [ ]nxxxk ,...,, 21  de 

 ( ) [ ] ( ) ( ){ }VaaaafxxkfVI nnn ∈∀=∈= ,...,,0,...,|,..., 111  
şeklinde tanımlanır. 

( )SVk  sınıfı, K  cismine bağlı olan denklemler sisteminin çözümlerinin bir 

kümesidir. 

Örnek1: RK =  alınırsa 
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( ) ( ) ( ){ } 222 0,0, RyxVyxV RR ⊆==+ dir. 

CK =  için 

( ) ( )1,,22 −==+ iixyyxVC   doğrularının birleşimidir. 

( )yxVC , , {(0,0)}’dir. 

 

Örnek2: 122 ++= yxf  polinomunu alalım. 

      RK =  için ( ) 0=fVR  

      CK =  için ( )fVC , sonsuz sayıda noktaya sahiptir. 

144 ++= yxf  için de durum benzerdir. 

[ ]yxR , ’nin birçok sonsuz ideali vardır. 2R  deki sınıfları boştur. I  ideal olsun. 

( ) ( ) 2, RIVIV RR ⊆∅=  dir. 

Örnek1 ve Örnek2 bir denklem sisteminin nK  de bazı çözümlere sahip olduğunu 

gösterir. 

Örnek1’de 22 yx +  ve yx,  ideallerinin R ’deki sınıfları aynıdır, fakat esas 

olarak farklıdır. 

Örnek2’de R ’de, C ’ye genişletildiğinde esas olarak farklı idealler farklı sınıflar 

verir. 

 

Tanım 2.1.20: k ’nın cebirsel kapanışı k  ile ifade edeceğiz. Eğer her [ ]xKf ∈  için 

0=f  denkleminin K  da bir çözümü varsa K  cismi cebirsel kapalı bir cisimdir 

denir. Her k  cismi, k  cebirsel kapalı cismi tarafından kapsanır. Her k  nın elemanı, 

[ ]xk  deki sıfırdan farklı bir polinomun köküdür. k  cismi tektir ve k  nın cebirsel 

kapanışı denir. 

Örneğin R ’nin cebirsel kapanışı C  dir. 

 

Teorem 2.1.5: ( Weak Hilbert Nullstellensatz ) 

I , [ ]nxxxk ,...,, 21 ’nin bir ideal olsun. ( ) ∅=IVk  olması için gerek ve yeter koşul 

[ ]nxxxkI ,...,, 21=  olmasıdır. 
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Tanım 2.1.21: [ ]nxxxkI ,...,, 21⊂  bir ideal olsun. [ ]{ }Nexxxkf n ∈∈ ,,...,, 21  öyle ki 

If e ∈  kümesine I ’nın radikali denir ve I  ile gösterilir. I , [ ]nxxxk ,...,, 21 ’de 

bir idealdir. Ayrıca her Kk ⊆  cismi için ( ) ( )IVIV KK =  dır. 

 

Teorem 2.1.6: ( Strong Hilbert Nullstellensatz ) 

( )( ) IIVI k = , her [ ]nxxxkI ,...,, 21⊂  ideali için I  ve J  idealleri aynı sınıfa 

sahip olsun. 

( ) ( )JVIV kk =  olması için gerek ve yeter koşul I  ve J  nin radikallerinin eşit 

olmasıdır. ( JI = ). 

I  ve J  idealleri esas olarak farklı olması için gerek ve yeter koşul I  ve J  farklı 

radikallere sahip olmasıdır. 

Örnek1 de yxyx ,, =  ve 2222 yxyx +=+  

22 yx +  ve yx,  esas olarak farklı ve 2C  de sınıfları farklıdır. 

[ ]ns xxxkfffI ,...,,,,...,, 2121= ’nin bir ideali olsun ve { }tgggG ,...,, 21=  

belirtilmiş bir tam sıralamaya göre I  için bir indirgenmiştir. 

  

Tanım 2.1.22: 21 , xx  kuvvet çarpımları x ’e bağlı 21 , yy  kuvvet çarpımları y ’e bağlı 

olsun. 

2211 yxyx < ⇔ 21 xx x<  veya 21 xx =  ve 21 yy y<  şeklindeki terim sıralamasına bir 

eleme sıralaması denir. 

 

Lemma 2.1.2: Eleme sıralaması, bir tam sıralamadır. 

 

Not: [ ]nxxxkgf ,...,,, 21∈  üzerinde bir terim sıralama olsun. 

[ ]nxxxkgf ,...,,, 21∈ , 0, ≠gf  için 

( ) dgf =, , f  ve g ’nin en büyük ortak böleni olsun. Yani, 
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( )i  fd  ve gd  

( )ii  eğer fh  ve gh  ise dh   

( )iii ( ) 1=dlc   

dir. 

[ ] =gf , , f  ve g  nin en küçük ortak katı olsun. Yani, 

( )i  f  ve g  

( )ii  Eğer hf  ve hg  ise h  

( )iii  [ ]( )gfgfgf ,.,. =  

dir. 

 

Tanım 2.1.23: I  ve J , [ ]nxxxk ,...,, 21  de iki ideal olsun. 

[ ]{ }JgIxxxkgIJ n ⊆∈= ,...,,: 21  kümesi ideal olup bölüm ideali olarak adlandırılır.  
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2.2. Temel Otomorfizm ve Pik İndirgemesi 

 

[ ] [ ]tKtK × , K  üzerinde bir değişkenli polinom cebirinin direk çarpımı olsun. 

Bu cebirin elemanter dönüşümleri aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

( )1ET  ( ) ( ) 2,,,., * ≥∈+→ kKvvuvu k µµ  

( )2ET  ( ) ( )kuvuvu .,, µ+→  

( )3ET  ( ) ( ) Kbbaavbubvauavu ∈++→ 21212121 ,,,;,,  

 

Tanım 2.2.1: nji ≤≤ ,1  için Kciji ∈,α  olmak üzere ,:
1

ki

n

i
kik xcxf α+→ ∑

=

 

nk ≤≤1  formundaki bir otomorfizme afin otomorfizm denir. 

 

Tanım  2.2.2:  [ ]nxxxKp ,...,, 21∈  ve Kc∈  olsun. 

( ) ( ){ }cxxpKxxxF n
n

nc =∈= ,...,,...,, 121  kümesine p ’nin polinom eğrisi(fiberi) 

denir. Bu kümeyi kısaca ( ){ }cxxp n =,...,1  ile göstereceğiz. 

 

Tanım 2.2.3: Af , [ ]yxK , ’nin afin otomorfizmlerinin grubu olsun. 

][)(,,,);( yKypKcbaypaxx ∈∈+→  

cbyy +→  
formundaki otomorfizlere üst üçgensel otomorfizmlerin grubu denir ve ÜÜ  ile 

gösterilir. 

baxx +→  

)(xpbyy +→  
formundaki otomorfizmlere alt üçgensel otomorfizmlerin grubu denir ve AÜ  ile 

gösterilir. 

][)(,,,,);( yKypKdcbaypaxx ∈∈+→  

dcxbyy ++→  



2.TEMEL TANIM VE TEOREMLER                                        Nil MANSUROĞLU 

19 

formundaki otomorfizmlere twisted üst üçgensel otomorfizmlerin grubunu denir ve 

TÜÜ  ile gösterilir. 

cbyaxx ++→  

)(. xpydy +→  
formundaki otomorfizlere twisted alt üçgensel otomorfizmlerinin grubunu denir ve 

TAÜ  ile gösterilir. 

AfTAÜTÜÜ =∩  dir. 
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3. GRÖBNER BAZININ TEMEL UYGULAMALARI 

 

Bu kısımda Gröbner bazı ile ilgili temel sonuçlar incelenerek çeşitli örnekler 

verilecektir. 

 

3.1.Gröbner Bazı 

 

Teorem 3.1.1: [ ]nxxxKI ,...,,0 21∆≠  olsun. 

{ } IgggG t ⊆= ,...,, 21 olmak üzere aşağıdakiler birbirlerine denktir. 

( )i  G  bir gröbner bazıdır. 

( )ii  Her f I∈  için gerek ve yeter koşul 0Gf →  olmasıdır. 

)(iii  Her f I∈  için gerek ve yeter koşul 
1

t

i i
i

f h g
=

=∑  öyle ki 

( ) ( ) ( )






=

≤≤ ti
ii glmhlmflm

1
.max  olmasıdır. 

( )iv  ( ) ( )lt I lt G=  

dir. 

 

İspat: G  bir gröbner bazı ve If ∈  olsun. 

0→Gf  açıktır. 

rf g→ 1 ,  Irguf
I

∈+=
∈

11 , Ir∈  ve 0=r  olur. 

0→Gf  olsun. 

 
0...2211 ++++=

∈∈∈ I
tt

II

guguguf


 
{ } IgggGf t ⊆=∈ ,...,, 21  ve böylece If ∈  olur. 

Her f I∈  için gerek ve yeter koşul 
1

t

i i
i

f h g
=

=∑  olsun. 

( ) ( ) ( )IltIgGggltGlt ⊆∈∈= ,,  olur. 
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( ) ( )lt f lt I∈  alalım. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )Gltglthltglthltflt
Glt

jj
ti
ii ∈=






=

∈
≤≤  00

..max
1

 

( ) ( )lt I lt G=  

dir. 

( ) ( )lt I lt G=  olsun. If ∈  alalım. 

( ) ( ) ( )GltIltflt =∈  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... t tlt f u lt g u lt g u lt g= + + +  olacak şekilde [ ]nt xxxKu ,...,, 21∈  vardır. 

( )
( )
( )

 ( )
( )
( )

 ( )
( )
( )


( )t

glc
glm
t

glc
glm

glc
glm

gltugltugltuflt

t

t

+++= ...2211

2

2

1

1

 

( ) ( ) ( )tt glmuglmuflm ′++′= ...11  

En az bir 0i  için ( ) ( )
0i

lm g lm f  ise G  gröbner bazıdır. 

 

Sonuç 3.1.1: { }tgggG ,...,, 21= , I  ideali için bir gröbner bazı ise GI =  dir. 

 

İspat: If ∈  alalım. Bölme algoritması uygulayalım. 

rguguguf tt ++++= ...2211  öyle ki hiçbir ( )iglm , r  monomialini bölmez. 

0=r  ise ispat tanımlanır. 

0≠r  olsun. Ir∈  dır. G  gröbner bazı olduğundan en az bir j  için ( ) ( )rlmglm j  

olur. Böylece 0=r  olur. Bu da kabulümüzle çelişir. O zaman GI =  olur. 

 

Lemma 3.1.1: SI =  olacak şekilde S∉0  ve [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  olsun. f I∈  için 

gerek ve yeter koşul f  deki her m  monomiali ve en az bir y S∈  için my  dir. 

Ayrıca 0SI =  olacak şekilde S ’nin bir sonlu alt kümesi vardır. 
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İspat: [ ]nxxxKI ,...,, 21∆  olup en az [ ]1 2 1 2, ,..., , ,...,t nf f f K x x x∈  için 

tfffI ,...,, 21=  dir. [ ]nxxxK ,...,, 21  bir noetherian halkasıdır. 

SI =  ise her f I∈  için f ’nin terimleri S ’nin en az bir elemanı tarafından 

bölünür. S  sonlu ise ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi S ’nin sonlu olmadığını kabul edelim. O zaman If i ∈  olup 11 fs , 

22 fs , …, tt fs  olacak şekilde Ssss t ∈,...,, 21  bulabiliriz. 

{ }tsssS ,...,, 210 = alalım. 0SI =  olsun. 

If ∈  ise tt fufufuf +++= ...2211  dir. 

Aynı zamanda tt sususuf ′++′+′= ...2211  dir. Buradan 

ot Ssssf =∈ ,...,, 21  olup 0SI =  dır. 

 

Sonuç 3.1.2: [ ]nxxxK ,...,, 21 ’nin her I  ideali için en az bir sonlu gröbner bazı 

vardır. 

 

İspat: ( ) ( );lt I lt f f I= ∈  

Lemma 3.1.1 ile ( ) ( ) ( ){ }tgltgltgltS ,...,, 210 =  olacak şekilde Lemma 3.1.1.deki 

özellikleri sağlayan bir 0S  mevcuttur. 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,..., klt I lt g lt g lt g= , { }tgggG ,...,, 21=  alırsak ( ) ( )lt G lt I=  olur. 

Teorem 3.1.1 den G  gröbner bazıdır. 

 

Önerme 3.1.1: [ ]1 2, ,..., nK x x x ’nın her 0≠I  ideali bir gröbner baza sahiptir. 

 

İspat: ( ) ( );lt I lt f f I= ∈  

( )lt I , ( ) ( ) ( ){ }tgltgltglt ,...,, 21  formunda sonlu üreteçli bir kümeye sahiptir. 

Iggg t ∈,...,, 21  dır. { }tgggG ,...,, 21=  ise ( ) ( )lt G lt I=  dır. 

( ) ( )lt G lt I=  ise G , I  için bir gröbner bazıdır. 
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Teorem 3.1.2: { } [ ]nt xxxKgggG ,...,,,...,, 2121 ⊂= , G  bir gröbner bazı olsun. 

[ ]1 2, ,..., nf K x x x∈  için G  ile bölümünden kalan terimi tektir. 

 

İspat: G , bir gröbner bazı olsun. 

1rf G→  ve 2rf G→  olacak şekilde 21 rr ≠  olsun. 

Bölme algoritmasından 12211 ... rguguguf tt ++++=  ve  

22211 ... rgvgvgvf tt ++++=  olacak şekilde yazılır. Ayrıca ( )iglm , 1r  ve 2r ’nin 

monimiallerini bölmesin.  

[ ]nii xxxKvu ,...,,, 21∈  olsun. 

( )212211 ...0 rrgwgwgw tt −++++=  dir. 

iii vuw −=  ve Irr ∈− 21  olacak şekilde en az bir jg  için ( ) ( )21 rrlmglm j −  dir. 

021 =− rr  ise 21 rr =  dir.  

 

Örnek 3.1.1: [ ]yxQxxyf ,2 ∈−= , yyxf −=1 , xyf −= 2
2 , { }21 , ffF =  ve dlex 

sıralamasına göre xy >  olsun. Uygulanan indirgemelere göre 

021 2 →−→ ff xyf  ve xxf f −→ 22  dir.  

( )xxlmx −= 22 , ( ) xyflm =1 , ( ) 2
2 yflm = . 

Böylece ( )1flm  veya ( )2flm , ( )xxlm −2  i bölmez. O halde 

2121 ,,.,0 fffffyff F ∈+=→  
olup { }21 , ffF =  bir gröbner bazı değildir. 

 

Örnek 3.1.2: xzg +=1 , [ ]zyxQxyg ,,2 ∈−= , { }21 , ggG =  ve 21 , ggI =   

lex sıralamasına göre zyx <<  olsun. 

{ }21 , ggG =  nin gröbner bazı olup olmadığını inceleyelim. 
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Çözüm: ( )1lm g z= , ( ) yglm =2 , G ’ nin gröbner bazı olması için her f G∈  için 

ya ( ) ( )1lm g z lm f=  yada ( ) ( )2lm g y lm f=  olmalıdır. 

( )flmx  ise f ’ de sıralamadan dolayı y  ve z ’ li terimler yoktur. 

( )1lm g  ve ( )2glm , ( )flm ’yi bölmesin. O halde en az bir k N∈  için ( ) kxflm =  dir. 

21 , ggf ∈  olduğundan en az bir [ ], ,iu Q x y z∈  için 2211 guguf +=  dir. Buradan 

( ) ( )xyuxzuf −++= 21  yazarız. Böylece 

( )( ) ( )( )xyzyxuxzzyxuf −++= ,,,, 21  olur. 

y  yerine x  yazalım. 

( )( ) ( ) ( )xzyxuzzyxuxzzyxuf ,,.,,0.,, 111 +=++=  olup 

0=f  veya 0≠f  ise ( ) ( )flmglm 1  yada ( ) ( )flmglm 2  dır. O halde G , bir gröbner 

bazıdır. 
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3.2. S-Polinomları  

 

Bu kısımda S -polinomu ile ilgili temel sonuçlar incelenerek çeşitli örnekler 

verilecektir. 

[ ]nxxxKgf ,...,,, 21∈  ve ( ) ( )( )glmflmlcmL ,=  olsun. f  ve g ’nin S -polinomu 

 

g
gIt

Lf
fIt

LgfS
)()(

),( −=
                                                                       (3.1) 

 

olarak tanımlanır. 

 

Lemma 3.2.1: [ ]ns xxxKfff ,...,,,...,, 2121 ∈  

Her 1, 2,...,i s=  için ( ) 0≠= xflm i  

i

s

i
i fcf ∑

=

=
1

, Kci ∈  

Eğer ( ) xflm <  ise f , sji ≤<≤1  olmak üzere ( )ji ffS , ’nın bir lineer birleşimidir. 

 

İspat: zxaf ii += , Kai ∈  ve z daha düşük dereceli terimleri içeren bir polinom 

olsun. 

Hipotezden ( ) xflm <  olmalı ve 0
1

=∑
=

i

s

i
i ac , Kci ∈  dir. 

( ) j
j

i
i

ji f
a

f
a

ffS 11, −=  alalım. 

( ) ( ) xflmflm ji ==  dir. 









++








=+++= s

s
ssss f

a
acf

a
acfcfcfcf 1...1... 1

1
112211  dir. 
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( )

( ) ( ) s
s

sss
s

s
s

ss f
a

acacf
a

f
a

acac

f
a

f
a

acacf
a

f
a

acf

1...11...

...1111

111
1

1111

3
3

2
2

22112
2

1
1

11

+++









−++

++







−++








−=

−
−

−−

 

Böylece f , ( )ji ffS , ’nin lineer birleşimi olarak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ssss ffSacacffSacacffSacf ,......,, 111113222112111 −−−++++++=  

şeklinde yazılır. 

 

Teorem 3.2.1: ( Buchberger ) 

{ }tgggG ,...,, 21=  sıfırdan farklı [ ]nxxxK ,...,, 21  deki polinomlar kümesi olsun. 

G ’nin, tgggI ,...,, 21=  ideali için bir gröbner bazı olması için gerek ve yeter 

koşul her ji ≠  için ( ) 0, →G
ji ggS  olmasıdır. 

 

İspat: { }tgggG ,...,, 21= , tgggI ,...,, 21=  için bir gröbner bazı olsun. Her ji ≠  

için ( ) IggS ji ∈, ’dır. Teorem 3.1.1’den her If ∈  olması için gerek ve yeter koşul 

0→Gf  ve G , gröbner bazı olmasıdır. 

( ) 0, →G
ji ggS  dir. 

Şimdi ji ≠  olmak üzere ( ) 0, →G
ji ggS  olsun. G ’nin I  için bir gröbner 

bazı olduğunu göstermek için If ∈  için ( ) ( )( )iiti
glmhlmX .max

1 ≤≤
=  olduğunu 

göstermeliyiz. 

( ) Xflm =  ise Teorem 3.1.1 den G , bir gröbner bazıdır. Aksi takdirde ( ) Xflm <  

dir. 

( ) ( ){ }XglmhlmiS ii == . , ,Si∈  += iii Xch diğer terimler  

( ) ,11gXglm =  ( ) ( ) Xglmhlm
XX

=
<
 11 .

1

 dir.  

ii
Si

i gXcg ∑
∈

=  olsun. Her Si∈  için 
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( ) XgXlm ii =  dir. Fakat ( ) Xglm <  olup Lemma 3.2.1 den 

( ) KdgXgXSdg ijjjiiij ∈= ∑ ,,  dir. 

( ) ( )( )jjii gXlmgXlmlcmX =  alalım. Buradan 

jj
jj

ii
ii

jjii gX
gXIt

XgX
gXIt

XgXgXS
)()(

),( −=

 

                         
j

j
i

i

g
gIt
Xg

gIt
X

)()(
−=

 

                         ( )ji
ij

ggS
X
X ,=  olur. ( Burada ( ) ( )( )jiij glmglmlcmX ,=  dir.) 

Böylece ( ) 0, →G
ji ggS  olduğundan ( ) 0, →G

jjii gXgXS  olur. 

XgXgXgXgXSgvh jjiijjiiijvtv
=<=

≤≤
))Im(),max(Im()),(Im())Im().(Im(max

1  

i

t

i
i ghf ∑

=
′=

1  
( ) ( )( ) Xgh iitv

<
≤≤

Im.Immax
1

 dir.  

  

Sonuç 3.2.1: { }tgggG ,...,, 21=  ve ti ≤≤1  için 0≠ig  

G , bir gröbner bazı olması için gerek ve yeter koşul tji ≤≤ ,1  olmak üzere her 

ji ≠  için 

( ) ∑
=

=
t

v
vijvji ghggS

1
,  ve 

))Im().(Im(max)),(Im(
1 vijvtvji ghggS

≤≤
=

 
olmasıdır. 

 

İspat: [ ]2  de verilmiştir. 
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Örnek 3.2.2: xxyf −=1 , [ ]yxQyxf ,2
2 ∈−= , { }21 , ffF =  ve dlex sıralamasına 

göre yx <  olsun. Gröbner bazını bulalım. 

yyfyyxyyfxfffS F −=−→−=−= 2
3

222
2121 ,),(  

( )21 , ffS  polinomu F ’ye göre indirgenmesi sonucunda 3f  polinomu elde edilir. 

{ }321
' ,, fffF =  olsun. 

0),( 21 → ′FffS  

0..),( 3131 →−= ′FfxfyffS  

0),( 2223
3

2
2

2
32 →−→+−=−= ′′ FF yyxyxyfxfyffS  

indirgemelerini uygulayalım. Böylece { }321
' ,, fffF = , bir gröbner bazıdır. 

 

Örnek 3.2.3: 122
1 ++= yxf , [ ]yxZxxyyxf ,2 5

2
2 ∈++=  alalım. 

{ }21 , ffF =  ve lex sıralamasına göre yx >  olsun. ( )21 , ffS  polinomu F ’ye göre 

indirgenmesi sonucunda 3f  polinomu elde edilir. 

yyxxyfyyxxyffyffS +++=+++=−= 3
3

3
2121 43,43.),(  

{ }321 ,, fffF =′  olsun. 

0),( 21 → ′FffS  

334,334),( 245
4

245
31 ++++=++++→ ′ yyyyfyyyyffS F

 
( )31 , ffS  polinomu F ’ye göre indirgenmesi sonucunda 4f  polinomu elde edilir. 

{ }4321 ,,, ffffF =′′  olsun. 

0),( 41 → ′′FffS  

0),( 42 → ′′FffS  

0),( 43 → ′′FffS   

0),( 32 → ′′FffS  
indirgemeleri sonucunda { }4321 ,,, ffffF =′′ , bir gröbner bazıdır. 
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Lemma 3.2.2:  { }tgggG ,...,, 21= , I ’nın bir gröbner bazı olsun. Eğer 

( ) ( )12 glmglm  ise { }tggg ,...,, 32  de I ’nın bir gröbner bazıdır. 

 

İspat: If ∈  ve ( ) ( )flmglm 1  olsun. 

Eğer ( ) ( )12 glmglm  ise ( ) ( )flmglm 2 ’dir. ( )flm ’yi bölen en az bir ( )2glm  olduğu 

için { }tggg ,...,, 32  bir gröbner bazıdır.  

Önerme 3.2.1: { }tgggG ,...,, 21=  ve { }sfffF ,...,, 21=  I  için iki minimal gröbner 

bazı ise ts =  ve sonra gerekiyorsa tekrar numaralandırıldıktan sonra her ti ,...,2,1=  

için ( ) ( )iglmfilm =  olur.  

 

İspat: F  ve G , I  için iki gröbner bazıdır. En az bir i  için ( ) ( )1flmglm i  bu durum 

tekrar edilir. If ∈1  olup F , I  için bir gröbner bazıdır. O zaman en az bir j  için 

( ) ( )1glmflm j  dir. 

Sonuç olarak ( ) ( )1flmflm j  dir. Bu durumda 1=j  olur ve F , bir gröbner 

bazı olduğundan ( ) ( )11 glmflm =  dir. Böyle devam ederek 

    ( ) ( )22 glmflm =           

                
    ( ) ( )iglmfilm =  dir. 

 

{ }tgggG ,...,, 21=  gröbner bazı olsun. Eğer her i  ve ( ) 1=iglc  ve her ji ≠  

için, ( )iglm , ( )jglm ’yi bölmüyor ise G ’ye minimal gröbner bazı denir. 

 

Önerme 3.2.2. G , I  için bir minimal gröbner bazı olsun.  

11
1 hg H→      öyle ki { }11 gGH −=  

22
2 hg H→      öyle ki { }tgghH ,...,, 312 =  

33
3 hg H→     öyle ki { }tgghhH ...,,, 4213 =  
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                                                

i
H

i hg i→    öyle ki { }121 ,...,, −= ii hhhH  

Böylece { }ihhhH ,...,, 21=  indirgenmiş bir gröbner bazıdır. 

 

İspat: 11
1 hg H→ ,  

133221 ... hgugugug tt ++++=  ve 

( ) ( ) ( ) ( ){ }121 ,.max hlmglmulmglm iiti≤≤
=  ve ( ) ( )11 hlmglm ≠  olsun. 

En az bir { }ti ,...,3,20 ∈  için ( ) ( ) ( )
00

.1 ii glmulmglm =  dır.  

Böylece ( ) ( )1glmglm ı  olur. G , minimal olduğundan çelişki elde edilir. 

( ) ( )11 hlmglm =  ve ( ) ( )22 hlmglm =  dir. 

Her i  için ( ) ( )ii hlmglm =  dir. 

O halde { }ihhhH ,...,, 21=  indirgenmiş bir gröbner bazıdır. 

 

Teorem 3.2.2: ( Buchberger Teoremi ) 

Bir tam sıralama ele alalım. Sıfırdan farklı her 0≠I  ideali alınan bu 

sıralamaya göre tek bir indirgenmiş gröbner baza sahiptir. 

 

İspat: Her ideal bir gröbner baza sahiptir. I  bir ideal ve { }tgggG ,...,, 21=  

{ }ihhhH ,...,, 21= , I için indirgenmiş iki gröbner bazı olsun. 

Önerme 3.2.1. den G  ve H  minimal olup her i  için ( ) ( )ii hlmglm =  olur. H  ve G , 

minimal gröbner bazı olduklarından elemanları aynı sayılardadır ve i  için 

( ) ( )ii hlmglm =  dir. 

Eğer ii hg ≠  ise 0≠− ii hg  ve Ihg ii ∈−  dır. 

H , gröbner bazı olduğundan en az bir j  için ( ) ( )iij hglmhlm −  ve en az bir j  için 

( ) ( )iij hglmglm −  olur. 
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ji ≠  için ( ) ( )iii hlmhglm <−  dir. Fakat ( ) ( )jj hlmglm = , ig  veya ih ’nin bir 

terimini böler. G  ve H  minimal olduğundan ji =  olmalıdır. Bu da bir çelişkidir. G  

ve H  indirgenmiş gröbner bazıdır. Böylece ii hg =  dir. 

 

Örnek 3.2.4: 22
1 xyxyf ++= , xyf +=2 , [ ]yxQyf ,3 ∈=  ve  

lex sıralamasına göre xy >  olsun. 321 ,, fffI =  idealinin gröbner bazı 

{ }54321 ,,,, fffff ’dir. ( )21 , ffS , ( )31 , ffS , ( )32 , ffS  polinomları { }321 ,, fffF = ’e 

göre indirgenmeleri sonucunda 4f  ve 5f  elde edilir. 

xfxf == 5
2

4 ,  
{ }53 , ff  ve { }52 , ff , I  ideali için minimal gröbner bazıdır. 

yf =3  ve xf =5  ve { }53 , ff , I  için indirgenmiş bir gröbner bazıdır. 

xfxyf =+= 52 ,  

yf f→ 5
2  olduğundan { }52 , ff , I  için indirgenmiş bir gröbner bazı değildir. O 

zaman { }53 , ff , I  için tek indirgenmiş gröbner bazıdır. 
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3.3. Gröbner Bazı İle İlgili Temel Uygulamalar 

  

{ }sfffF ,...,, 21=  ve { }tgggG ,...,, 21=  

sfffI ,...,, 21=  için belirtilen bir tam sıralamaya göre bir gröbner baz olsun. 

If ∈  olması için gerek ve yeter koşul 0→Gf  olmasıdır. Burada 

If ∈ , ii guguf ++= ...11  , ti ≤≤1 , Kui ∈  dır. 

Buchberger’nin algoritmasından yararlanarak If ∈  polinomu için Kvi ∈  olmak 

üzere ss fvfvfvf +++= ...2211  şeklinde yazılır. ,m  st ×  tipinde bir matris olsun. O 

zaman 

    

 






















=























st f

f
f

m

g

g
g

.

.
.
.

2

1

2

1

  
şeklindedir. 

 

Örnek 3.3.1: QK = alalım. xyyxf +−= 2
1 , xxyf −= 2

2 , { }21 , ffF =  ve 

21 , ffI =  olsun. yx <  olmak üzere deglex sıralamasına göre gröbner bazını 

bulalım. 

( ) 22
2121 , xxyyxfyfffS ++−=−=  olduğundan 

22
3 xxyyf ++−=  elde edilir. Böylece { }321 ,, fffF =′  olur. İndirgemelerle 

( ) xyyxyxfxyfffS +−+=+= 243
3

2
131,  

224 21 xxyyxf −+−→  
24 23 xxyxf −+→  

24
4 2xxyxf −+=  

{ }4321 ,,, ffffF =′′  elde edilir. İndirgemelere devam edersek bu defa  
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( ) 313
2

14 fxffxyff −−+=  

( ) ( ) 2
3

1
2 fxxfxyx +−+−=  

( ) xyxxxyxxffffS f 2, 332
3232

1 −+→−+=+=  

xyxf 23
5 −+=  elde edilir ve 

( ) ( ) ( ) 2
2

1132 11 fxfxyfxff +−+−=−+  

{ }54321 ,,,, fffffF =′′′ , I  için bir gröbner bazı olur. 

( )3flt , ( )2flt ’i böler ve ( )5flt , ( )4flt ’i böldüğünden { }531 ,, fff ’de I  için gröbner 

bazıdır. Bunu matris formunda yazarsak 


























+−−
−=

















2

1

2
5

2

1

11

01

f
f

xxy
xy

f
f
f

 elde edilir. 

 

Şimdi bir If ∈  alalım. İndirgemeler uygulanırsa 

xyxyxxyyxyxyxxyxf 223422222 3223432254 +−+−+−−−+−=  

xyxyxxyyxyxyxxf fx 22422222 3223432251
2

+−+−+−−−+−→  

xyxxyyxyxyxfx 2342222 32343222 5
2

+−−+−−− →−

 

xyxyyxxyyxyxyf 22234222 2323432 1 +−−+−+−−−→  

xyxyyxxyyxyf 2643422 232342 5 +−−+−+−− →−

 

xyxxyyxyxxyyf 2444322 223222 3 +−−−+−−→  

xyxxyyxxf 2444 2232 3 +−−−+− →−

   
221 4445 xxyyf −−→−

 

034→− f
 

( ) ( ) ( ) 5
2

31
2 12224222 fxyxfxyfyx −−−−+−−++=  

( ) ( ) ( )12224222 2
31

2 −−−−+−−++= xyxfxyfyx  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )2

2
1

2
211

2

111222

4222

fxfxyxyx
xfyfxyfyxf
+−+−−−−−

+−−−++=
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( )
( ) 2

2324
1

22223

1222222

12332222

fxyxxyxyxx
fxxxyyyxxyx

−+−+−++

++++−+−−−=

 
 

şeklinde olur. 

 

Örnek 3.3.2: 5ZK =  alalım. 122
1 ++= yxf , xxyyxf ++= 22

2   

 [ ]yxffI ,, 521 Ζ⊆=  
yx >  olmak üzere lex sıralamasına göre I  nın gröbner bazını bulalım. 

11 fg =   

yyxxyfg 2232 3
32 +++== , 

24424 245
43 ++++== yyyyfg  olmak üzere 

{ }321 ,, ggg , I  için gröbner bazıdır. 

212 32 fyfg +=  

( ) ( ) 2
2

13 343234 gyyxgyg ++++=  

( ) ( ) 2
2

1
23 3432422 fyyxfyyyxy +++++++=  


























++++++
=

















2

1

223
3

2

1

3432422
32
01

f
f

yyxyyyxy
y

g
g
g

 
 

I  ve J , [ ]nxxxK ,...,, 21  nın iki ideali olsun. 

Buchberger teoreminin bir sonucu olarak I  ve J  ideallerinin denk olması 

için gerek ve yeter koşul I  ve J  nin aynı indirgenmiş gröbner bazına sahip 

olmasıdır. 

Özellikle [ ]nxxxKI ,...,, 21=  olması için gerek ve yeter koşul I ’nın indirgenmiş 

gröbner bazının {1} olmasıdır. 

 

Önerme 3.3.1: [ ]nxxxKgf ,...,,, 21∈  olsun. 

( )Igf mod≡  olması için gerek ve yeter koşul ( ) ( )gNfN GG =  olmasıdır. 
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{ ( ) [ ]nG xxxKffN ,...,, 21∈ } kümesi, [ ]
I

xxxK n,...,, 21  için koset temsilcilerinin bir 

kümesidir. GN , 

 

[ ] [ ]nnG xxxKxxxKN ,...,,,...,,: 2121 →  şeklinde bir −k lineer 

fonksiyondur. 

 

İspat: Bölme algoritmasından Iq∈  olmak üzere 

( )fNqf G+=  dir. Buradan ( ) IqfNf G ∈=−  olur. Böylece 

( ) [ ]
I

xxxkIfNIf n
G

,...,, 21∈+=+  şeklindedir. 

 

,, 21 kcc ∈ [ ]nxxkff ,...,, 121 ∈  için  

( )( ) ( )( ) IfNfcfNfc GG ∈−+− 222111  olup 

( ) ( )( ) IfNcfNcfcfc GG ∈+−+ 22112211  dir. 

Böylece ( ) ( )2211 fNcfNc GG + , G ’e göre belirlenmiş sıralama ile indirgenmiştir. 

( ) ( ) ( )22112211 fNcfNcfcfcN GGG +=+  olup GN , −k lineerdir. 

( )Igf mod≡  olması için gerek ve yeter koşul Iq∈  ve gqf +=  olmasıdır.  

 

Böylece 

( ) ( ) ( ) ( )gNqNgqNfN GGlineerkGG +=+=
−  

Iq∈  olduğundan ( ) 0=qN G  dır. 

( ) ( )gNfN GG =  olur. 

Iqgf ∈=−    
( )( ) ( )( ) IgNgfNf GG ∈−−−  ve ( )Igf mod≡  dir.   

 

Örnek 3.3.3: Örnek 3.3.1’e geri dönersek 

xyx xyxf 223 3
5 +− → −+=
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xy 2+− , indirgenmiştir. 

( ) xyxNG 23 +−=     
 

xyyyx xyyxf − →+ +−= 2
2

12
   

xy −2 , indirgenmiştir. 

( ) xyyyxNG −=+ 22  dir.    

( ) ( )yyxNxN GG +≠ 23  olduğundan     

( )3 2 modx x y y I≡ +/  
dir. 

 

Önerme 3.3.2: { }tgggG ,...,, 21= [ ]nxxxK ,...,, 21⊂  ve nTx∈  olsun. Her 

ti ,...,2,1=  için ( )iglm , x ’i bölmüyorsa bütün nTx∈  kuvvet çarpımlarının 

kosetlerinden meydana gelen [ ]
I

xxxK n,...,, 21  kümesi, −k vektör uzayı için bir 

bazıdır.  

 

İspat: [ ]nxxxKf ,...,, 21∈  olsun. O zaman  

( ) [ ]
I

xxxkIfNIf n
G

,...,, 21∈+=+   dir.      

( )fN G , nTx∈  kuvvet çarpımlarının bir lineer birleşimidir. Kuvvet çarpımlarının 

kosetleri lineer bağımsızdır. 

 

Örnek 3.3.4: Örnek 3.3.1 dlex sıralamasına göre yx <  olmak üzere I  için bir 

gröbner bazı 

{ }xyxxxyyxyyxG 2,, 3222 −+++−+−=  
[ ]

I
yxQ ,  için bir baz xyxyx ,,,,1 2 ’nin kosetlerinden meydana gelir ve 

[ ]( ) 5,dim =IyxQ  
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[ ]
I

yxQ ,  için bir çarpım tablosu verelim. 

 

×  1 x  y  2x  xy  

1 1 x  y  2x  xy  

x  x  2x  xy  xy 2+−  xy −  

y  y  xy  2xxy +  xy −  x  

2x  2x  xy 2+−  xy −  22xxy +−  2xxy −  

xy  xy  xy −  x  2xxy −  2x  

 

Tablodaki bazı hesaplamalar aşağıdaki şekilde elde edilmiştir. 

xxy G→2
          ( ) xxyNG =2

  
( )( ) IxIxyIy +=++ .      
{ }IIxyyIxI ++++ ,,1    
Q bazıdır. 

Örneğin; ( )( ) yxyxyxxyyx 5310653.2 2232 −+−=−+  

( ) 3516653106 222 +−−=−+−−≡ yxxyyxxxxy (mod I ) 

( )( ) IxyxxyIxyIyx ++−−=+−++ 35166532 22   

dir. 

 

Örnek 3.3.5: 122
1 ++= yxf , [ ]yxZxxyyxf ,2 5

2
2 ∈++= , 

 [ ]yxZffI ,, 521 ⊆=  
ve lex sıralamasına göre yx >  olsun. Örnek 3.3.2 den I  için gröbner bazı 

{ }321 ,, ggg  dir. 

11 fg = , 

yyxxyg 223 3
2 +++= , 

2442 245
3 ++++= yyyyg , 
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[ ]
I

yxZ ,5  için bir baz 43 ,,,,1 yyyx  ün kosetlerinden meydana gelir ve 

[ ] 6,dim 5
5

=






I
yxZ

Z  dır. 

 

Teorem 3.3.1. ( ) ∅=IVk  olması için gerek ve yeter koşul G∈1  olmasıdır. 

0,...,0,0 521 === fff  sisteminin nk  de çözümlerinin olmaması için gerek ve yeter 

koşul { }1=G  olmasıdır. 

 

İspat: Weak Hilbert Nullstellensatz teoreminden ( ) ∅=IVk  olması için gerek ve 

yeter koşul [ ]nxxxkIf ,...,, 21=∈  idealinin tek indirgenmiş gröbner bazının { }1=G  

olmasıdır. 

 

Teorem 3.3.2: Aşağıdakiler birbirine denktir. 

( )i  ( )IVk , sonludur. 

( )ii  Her ni ,...,2,1= , { }tj ,...,2,1∈  ve bazı Nv∈  için ( ) v
jj xglp =  dır. 

( )iii  [ ]
I

xxxK n,...,, 21  k-vektör uzayının boyutu sonludur. 

 

İspat: ( )IVk  sonlu olsun. ( ) ∅=IVk  olması için gerek ve yeter koşul 

[ ]nxxxkIf ,...,, 21=∈  ve { }1=G  olmasıdır. 

( ) ∅≠IVk  ise { } ,...2,1;,,...,2,1 =∈ jani ij  dir. ( )IVk  deki noktaların i ’yinci 

koordinatları ve k  tanımından ≤≤ j1  olacak şekilde her j  için [ ]ij xkf ∈≠0  ve 

( ) 0=ijj af  olsun. 

[ ] [ ]ni xxxkxkffff ,...,,... 2121 ⊆∈=   ise Strong Hilbert Nullstellensatz 

Teoreminden ( )( )IVIf k∈  dir. Ne∈ , If e ∈  olmak üzere bazı ( ) ene xflp =  doğal 

sayıları için I ’nın her elemanının en büyük dereceli kuvvet çarpımı G ’nin bazı 

elemanlarının en büyük dereceli kuvvet çarpımı tarafından bölünür. 
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G ’de mevcut bir polinomun en büyük dereceli kuvvet çarpımı yalnız ix ’nin 

bir kuvvetidir. Bu her ni ,...,2,1=  için doğrudur. 

[ ]
I

xxxK n,...,, 21  nın bir −k bazı, belirlenmiş G  ile indirgenmiş kuvvet 

çarpımlarının kosetlerinin bir kümesidir. 

Her ni ,...,2,1=  için ix ’nin bir kuvveti bazı ig ’nin bir en büyük dereceli kuvvet 

çarpımıdır. Belirlenmiş G  ile indirgenmiş sonlu birçok kuvvet çarpımı varsa ve 

böylece kdim ( [ ]
I

xxxK n,...,, 21 ) sonludur. 

kdim ( [ ]
I

xxxK n,...,, 21 ) sonlu olsun. ix ’nin ,...,,1 2
ii xx  kuvvetleri lineer 

bağımlıdır. Bundan dolayı bir m  tamsayı olsun. mj ≤≤0  olacak şekilde kc j ∈≠0  

için 

Ixc j
i

m

j
j ∈∑

=0   

polinomu, k  de sadece sonlu bazı köklere sahip olabilir. ( )IVk  noktalarının i -yinci 

koordinatları için sadece sonlu bazı değerleri vardır. O halde ( )IVk  sonludur. 

 

Örnek 3.3.6: [ ]yxQ , ’de xxyxyyxI −+−= 22 ,  ideali için belirlenmiş yx <  

olmak üzere deglex sıralamasına göre bir gröbner bazı Örnek 3.3.1 den 

{ }xyxxxyyxyyxG 2,, 3222 −+++−+−=  

dir. 3x  ve 4y , G ’nin elemanlarının bir en büyük dereceli kuvvet çarpımıdır ve 

böylece ( )IVk  sonludur. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,,1,,1,,1,,, αααα ′−−′−−= ooIVQ  

α  ve α ′ , 012 =−− zz  denkleminin kökleridir. 

 

Örnek 3.3.7: [ ]yxZffI ,, 521 ⊆=  için indirgenmiş gröbner bazı { }321 ,, ggg  dir. 

xxyyxfyxf ++=++= 2,1 2
2

22
1  

lex sıralamasına göre yx >  olsun. Örnek 3.3.2 den 
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11 fg =  

yyxxyg 223 3
2 +++=  

2442 245
3 ++++= yyyyg  
2x  ve 5y , en büyük dereceli kuvvet çarpımlarıdır ve ( )IVZ5

 sonludur. 

Çözümlerin hepsi 5Z ’de olmayıp bazıları 5Z ’dedir. 

 

Teorem 3.3.3: [ ]ns xxxkfffI ,...,,,...,, 2121 ⊂=  bir ideal ve w , bir bilinmeyen 

değer olsun. 

If ∈  olması için gerek ve yeter koşul [ ]wxxxkwffff ns ,,...,,1,,...,,1 2121 ⊆−∈  

olmasıdır. 

 

İspat: Hilbert Nullstellensatz Teoreminden 

( )( ) IIVI k =  ve If ∈  olması için gerek ve yeter koşul her )(),...,,( 21 IVaaa kn ∈  

için ( ) 0,...,, 21 =naaaf  olmasıdır. 

Eğer ( ) ( )wffffVbaaa skn −∈ 1,,...,,,,...,, 2121  ise her si ,...,2,1=  için  

( ) 0,...,, 21 =ni aaaf  

ve  

( ) 0,...,,.1 21 =− naaafb  dir. 

Fakat )(),...,,( 21 IVaaa kn ∈  ve bundan dolayı  

( ) 0,...,, 21 =naaaf   

ve  

( ) 0,...,,.1 21 =− naaafb  dır. 1=0 ifadesinden dolayı bir çelişki olur. Bu yüzden 

( ) ∅=−wffffV sk 1,,...,, 21  dir ve Weak Hilbert Nullstellensatz Teoreminden 

dolayı wffff s −∈ 1,,...,,1 21  olur. 

wffff s −∈ 1,,...,,1 21  olsun. 
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Bazı [ ]wxxxkhh ni ,,...,,, 21∈  için ( )wfhfh i

s

i
i −+=∑

=

11
1

 ve  

Her )(),...,,( 21 IVaaa kn ∈  için ( ) 0,...,, 21 =ni aaaf  dır. 

( )( ) ( )waaahaaawf nn ,,...,,,...,,11 2121−=  olur. ( )waaah n ,,...,, 21 , w ’ye bağlı bir 

polinomdur. 

Eğer ( ) 0,...,, 21 ≠naaaf  ise ( )naaaf
w

,...,,
1

21

=  olur ve böylece bir çelişki olur. 

Bundan dolayı ( ) 0,...,, 21 =naaaf  olur ve If ∈  dir. 

 

Örnek  3.3.8: [ ]yxQxxyxyI ,12,2 2422 ⊂+−+=  bir ideal olsun. 

Ixyf ∈+−= 12  olduğunu gösterelim. 

( )11,12,2 22422 +−−+−+ xywxxyxy , [ ]wyxQ ,,  halkasında bir ideal olur. 

wyx <<  olmak üzere deglex sıralamasına göre bu ideal için bir gröbner bazı {1} 

dir.  

{ }1=G  olması için gerek ve yeter koşul If ∈  olmasıdır. Böylece  

If ∈  olması için gerek ve yeter koşul bazı e ’ler için If e ∈  olmasıdır. 

Örneğin deglex sıralamasına göre yx < , { }12, 242 +−= xxyG  bir gröbner bazıdır. 

Bu gröbner bazını ,...2,1=i  için if ’nin normal formunu elde ederken kullanırız. 

Normal formu sıfırdır. 

 ( ) 0≠= ffNG  

( ) 022 22 ≠+−= yyxfNG   

fakat ( ) 03 =fN G  bu nedenle If ∈3  dır. 

 

Teorem 3.3.4: I , [ ]nm xxyyyk ,...,,,...,, 121 ’nın sıfırdan farklı bir ideali, "<" bir eleme 

sıralaması, yx >  ve { }tgggG ,...,, 21=  bu I  ideali için bir gröbner bazı olsun. 

 [ ]myykG ,...,1∩ , [ ]myykI ,...,1∩  ideali için bir gröbner bazıdır. 

[ ]myykI ,...,1∩  idealine, x  değişkenlerine elenmiş eleme ideali denir. 
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İspat: [ ]myykG ,...,1∩ , [ ]myykI ,...,1∩  tarafından içerilir. 

( ) [ ]mm yykIyyf ,...,,...,0 11 ∩∈≠  olsun.  

G , I  için bir gröbner bazı olduğundan en az bir Ggi ∈  için ( ) ( )flpglp i  dir. 

Ayrıca f , sadece y  değişkenlerini içerir. ig ’nin her terimi Lemma 3.3.1’den y  

değişkenlerini içerir.  

[ ]mi yykGg ,...,1∈  
Böylece her [ ]myykIf ,...,1∩∈  için ( ) ( )flpglp i  olacak şekilde 

[ ]mi yykGg ,...,1∩∈  dir ve [ ]myykG ,...,1∩  ile [ ]myykI ,...,1∩  için bir gröbner 

bazıdır. 

 

Önerme 3.3.3: I  ve J , [ ]nxxxk ,...,, 21  de ideal ve w , bir değişken olsun. Eğer 

( )JwwI −1, , [ ]nxxxk ,...,, 21  de ideal olursa  

( ) [ ]nxxkJwwIJI ,...,1, 1 −=  
olur. 

 

Önerme 3.3.4: Eğer sfffI ,...,, 21=  ve sfffJ ′′′= ,...,, 21  ise 

( ) ( ){ }ps fwfwwfwf ′−′− 1,...,1,,..., 11 , ( )JwwI −1,  ideali için bir üreteç kümesidir. 

 

İspat: JIf ∩∈  olsun. O zaman 

( ) fwwff −+= 1  olup 

( ) [ ]nxxkJwwIf ,...,1, 1∩−∈  dir. Böylece ( ) [ ]wxxkJwwIf n ,,...,1, 1⊆−∈  dir. 

O halde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )wxxhxxfwwxxhxxwfxxf njn

p

j
jni

s

i
nin ,,...,,...,1,,...,,...,,..., 11

1
1

1
11 ′′−+= ∑∑

==

( )nxxxfw ,...,, 21∉  dir. 

1=w  ise If ∈  

0=w  ise Jf ∈  dir. 
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Örnek 3.3.9: 3,132 +−−+= yxxyxI  ve 12 −= yxJ    

[ ]yxQ , ’de idealler olsun. 

[ ]wyxQyxwyxxwyxwI ,,)1)(1(),3(),1( 232 ⊆−−+−−+=
    

ideali için bir G  gröbner bazı elde edelim. x > y  olacak şekilde deglex sıralamasını 

x  ile y  üzerinde ve w , x  ve y  den büyük olacak şekilde eleme sıralamasını 

kullanalım. 

















−−−+−++−+

+−−+−−++

+−−−+++−−−

=

333333,2152972
35791182152972357911812853

,1,33

22322325

222223324

2324422323

yyyxxyxyxyxy
xyxyxyxyxyxyxw

xyyxyxyxxxyyxyxyx
G

 

JI ∩  ideali için bir gröbner bazı da  

 













−−−+−

+++−−−+++−−−

3333
33,33

223

223252324422323

yyyxx
yxyxyxxyyxyxyxxxyyxyxyx

 

 

şeklindedir. 

 

Lemma 3.3.1: [ ]nxxxkgf ,...,,, 21∈  için 

 

[ ],f g f g∩ =                                                                                     (3.2) 

 

dır. 

 

İspat: [ ],f g=  ,  ’nin tanımından gf ∩∈  olur. 

gfh ∩∈  bazı [ ]nxxxkba ,...,,, 21∈  için bgafh ==  dir. 

Böylece hf  ve hg  ,[ ],f g  tanımından 

h  ise [ ], , .h f g h c∈ = =   dir. Buradan  
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( ) ( )( )321321 ,,,, ffffff =  olur. Böylece  

[ ] [ ][ ]321321 ,,,, ffffff =  olup  

[ ]1 2 3 1 2 3, ,f f f f f f∩ ∩ =  elde edilir. 

 

Örnek  3.3.10: 12222 −+−= xyyxf , [ ]yxQxyxyg ,122 ∈+−−=  ve lex 

sıralamasına göre yxw >>  olsun. 

( ) [ ]wyxQgwwf ,,1, ⊆−  ideali için gröbner bazı 













+−−+−

+−−+−++−+−−
=

122
,1,1

22222

22224242

yxyxwwx
yxxywwywxwxyyxyx

G
 

dir. 

( ) 42421, yxyxgf +−−=  

Bölme algoritmasından [ ] ( ) 1
,
., −== x
gf
gfgf  dir.  

 

I  ve J , [ ]nxxxk ,...,, 21  de iki ideal olsun. [ ]{ }JgIxxxkgIJ n ⊆∈= ,...,,: 21  

kümesi ideal olup bölüm ideali olarak adlandırılır.  

 

Lemma 3.3.2: sfffI ,...,, 21=  ve sfffJ ′′′= ,...,, 21 , [ ]nxxxk ,...,, 21  de idealler 

olsun. 

 


s

i
ifJIJ

1

::
=

=                                                                                          (3.3) 

 

dir. 

 

İspat: Eğer IJg :∈  ise JgI ⊆ , si ,...,2,1=  için Jgf i ∈  ve böylece  


s

i
ifJg

1

:
=

∈   
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dir. 


s

i
i

fJg
1

:
=

∈  olsun. O zaman si ,...,2,1=  için Jfg i ⊆  olup JgI ⊆  olur. 

Böylece IJg :∈  dir. 

 

Lemma 3.3.3: J , bir ideal ve 0≠f , [ ]nxxxk ,...,, 21 ’de bir polinom olsun. O zaman 

 

( )fJ
f

fJ ∩=
1:                                                                                  (3.4) 

 

dir. 

 

İspat: ( )fJ
f

g ∩∈
1  , Jgf ∈  dir. Böylece fJg :∈  olur. 

( )Jfgffg ⊆∈ ,,  

fJg :∈  ise Jgf ∈ , Jfg ⊆  dir. Böylece fJgf ∩∈  olur.  

( )fJ
f

fJ ∩=
1:  

dir. 

 

Örnek 3.3.11: ( )2
1 . yxxg += , [ ]yxQyxfxfyg ,,, 2

2
12 ∈+===   

21 , ffI =  ve 21 , ggJ =  olsun. 

IJ :  ni bulalım. 

 

Lemma 3.3.2.den 

( ) ( )21 ::: fJfJIJ ∩=  ve 

( ) ( )1 2
1 2

1 1:J I J f J f
f f

= ∩ ∩ ∩  dir. 

( ) [ ]1 2 1, , 1 , ,wg wg w f Q x y w− ⊆  
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ideali için lex sıralaması yxw >>  göre { }yxxwyxwxG 2322
1 ,,,−=  gröbner 

bazıdır. 

( ) yxfJ
f

,1
1

1

=
 

( ) [ ]wyxQfwwgwg ,,1,, 221 ⊆−  ideali için { }233
2 ,,, yxyyxwyyxwxG ++−−=  

gröbner bazıdır ve  

( ) yyxyxfJ
f

,1 22
2

2

+−=∩  

dir. 

Sonuç olarak 

( )( ) ( ) [ ]wyxQywyxyxwwywx ,,1,1,, 22 ⊆−+−−  ideali için gröbner bazı 

{ }yxwxG ,, 2=  dir. 

Böylece  

yxIJ ,: 2=  olur. 
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4. PİK İNDİRGEME TEKNİĞİ 

 

4.1. Değişmeli Cebirde Pik İndirgeme Tekniği 

 

Bu bölümde değişmeli cebir ve afin cebir geometride pik indirgeme 

tekniğinin ilk uygulamalarını göreceğiz. 

Bu teknik genellikle verilen bir T  dönüşümler grubunun işlemi altında 

verilen bir P  nesnesinin kompleksinin kanonik formunun bazı türlerini bulmada 

kullanılır. 

Bu düşünce oldukça basittir. Öncelikle P  nesnesinin kompleksi seçilir. P  

nin kononik formu olan P′  nesnesi bütün ( )pt  ( )Tt∈  nesneleri arasında kompleksi 

minimal olandır.  

P  nesnesinin bir P′  kanonik modelini bulurken ilk önce uygun basit 

dönüşümlerin bir dizisi oluşturulur. Böylece bir nesnenin kompleksi her adımda 

azalır. Böyle bir dizi oluşturmak mümkündür. Bunun için pik indirgemesi kullanılır.  

Değişmeli cebirde nesneler polinomlar, onların kompleksi ise onların 

dereceleridir. Dönüşümlerin grubu polinom otomorfizmlerinin bir grubu olup basit 

dönüşümler ise temel ve lineer otomorfizmlerdir.  

 [ ]yxK , , K  cismi üzerinde iki değişkenli polinom cebiri olsun.  

 

Teorem 4.1.1: ( ) ji

mnjnim
ij

mn yxcbyaxyxp ∑
≤+

++=, , Kcba ij ∈,,  , 0,,0, ≠> baji   

ve ( ) ji

rsjris
ij

sr yxbByAxyxq ∑
≤+

++=,  , ,,, KbBA ij ∈  0,,0, ≠> BAji  olsun. 

Varsayalım m , n ’yi n , m ’yi s , r ’yi r , s 'yi bölmesin. ( ) ( )srnm ,max,max ≠  

olsun. O halde ( )yxp , ’yi ( )yxq , ’ye dönüştüren bir [ ]( )yxKAut ,∈α  otomorfizmi 

yoktur. Bazı özel durumlarda nm  veya mn  olan polinomlar alınabilir. Örneğin 

verilen bir polinomun fiberi bir ( )tux = , ( )tvy =  bir değişkenli polinom parametresi 

olarak kabul edilirse bu durum mümkündür. 
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Önerme 4.1.1: [ ]yxCqp ,, ∈  gibi iki polinomun ( ) }0,{ =yxp , ( ) }0,{ =yxq  

fiberlerinin bir değişkenli polinom parametresine sahip olduğunu kabul edelim. 

O zaman eğer [ ]yxC , ’nin p ’yi q ’ya dönüştüren bir [ ]( )yxCAut ,∈α  

otomorfizmi varsa bu otomorfizm bulunabilir. 

Özellikle eğer verilen polinomun fiberi bir basit birleşen eğri ise Lin ve 

Zaidenberg’in [ ]16  iyi bilinen teoremi gereğince bu fiber bir değişkenli polinom 

parametresi kabul edilir. 

CK =  durumunda her polinomu yx k − , ( ) 1, =k  formunda bir kanonik 

modeli vardır.  

 

Teorem 4.1.2: ( ) [ ]yxCyxp ,, ∈ , fiberi ( ) }0,{ =yxp  olan bir polinom olsun. O 

zaman [ ]yxC , ’nin bazı otomorfizmleri ( )yxp , ’i yx k −  ye ( ) 1, =k  dönüştürür. 

a) ( ) ( )( )yxpk ,deg,max ≤  

b) ( )( )yxpk ,deg  veya ( )( )yxp ,deg  

c) ( )yxp , ’nin Newton poligonu bir üçgen veya bir doğru parçasıdır.  

( )yxp , , ji

mnjnim
ij

mn yxcbyax ∑
≤+

++ , 0,,0, ≠> baji . Eğer 0, ≠nm  ise km =  veya 

=m  ve =n  veya kn =  dir. 

Aksi takdirde ( )yxp ,  lineer veya ji

mnjnim
ij

mn yxcbyax ∑
≤+

++  en büyük 

dereceli kısmı bazı diğer polinomun uygun kuvvetidir.  

 

Teorem 4.1.3: [ ]yxCp ,∈ , sabit bir polinom ve [ ]( )YXCAut ,∈∅  olsun. O zaman 

Ø’ nin n∅∅∅ ,...,, 21  elemanter ve lineer otomorfizmler olmak üzere öyle bir 

n∅∅∅ ...21  parçalanışı vardır ki ( )pp ni ∅∅∅= ...21 , ni ,...,2,1=  ve pp =0  olup 

( ) ( ) ( )nk ppp deg...degdeg 0 ≤≤≥ , nk ≤≤0  dır. 

Ayrıca ( ) ( )ii pp degdeg 1 =−  olacak şekilde en çok bir i∅  vardır ve 

( ) ( )ki pp deg,deg ’nın minimal derecesidir. 
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Bu sonuç verilen bir polinomun kanonik modelini bulmak için bir yöntemdir. 

Bu yöntemle bir p  polinomu verildiğinde eğer varsa ( )pdeg ’yi azaltan bir temel 

otomorfizm varlığını kontrol ederiz . Yani bu yöntem 

{ }kxyyxx 21, λλ +→→   
ve 

{ }yyyxx k →+→ ,21 λλ  
formundaki otomorfizmlerin varlığını kontrol etmemizi sağlar. Bu şekilde bir 

elemanter otomorfizmi kontrol etmek için 1λ , 2λ  ye bağlı bir polinom denkleminin 

bir çözüme sahip olduğunu göstermek gerekir. Bu ise gröbner bazı kullanılarak 

yapılabilir. 

Eğer dereceyi azaltan bir temel otomorfizm yoksa Teorem 4.1.1’den bir 

kanonik model vardır. 

[ ]yxK , ’nin her otomorfizmi temel ve lineer otomorfizmlerin bir çarpımı 

olduğu Jung ve Van Der Kulk’un iyi bilinen bir sonucudur. 

Her adımda dereceyi azaltacak temel ve lineer otomorfizmlerin bir dizisi 

bulunarak verilen bir polinomun kanonik modelini elde etmek istiyoruz. En son 

bulunan polinom derecesi azaltılamıyorsa bir kanonik model olacaktır. Bunu yapmak 

için iki durum söz konusudur. Birincisi [ ] [ ]tKtK ×  temel dönüşümleriyle [ ]yxK , ’nin 

temel otomorfizmleri belirlenir. İkincisi [ ] [ ]tKtK × ’nin temel dönüşümlerinin bir 

sırasını düzenlemek için Whitehead [ ]14 ’nin pik indirgeme tekniği kullanılır. 

Böylece maksimum derece her adımda azaltılır. 
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4.2. Temel Otomorfizm ve Pik İndirgemesi 

 

Önerme 4.2.1: [ ]yxK , ’nin her otomorfizmi  

yyyfxx →+→ );(  
formundaki otomorfizmlerin ve lineer otomorfizmlerin bir çarpımıdır. ( )21 , gg , 

( ) ( )21 degdeg gg ≥  olacak şekilde [ ]yxK , ’nin bir otomorfizmi ise ( )21 , gg  bir lineer 

otomorfizm veya bir *K∈µ  ve bir d  pozitif tamsayısı için 

( ) ( )121 degdeg ggg d <− µ  dir. 

 

Önerme 4.2.2: ( ) [ ] [ ]tKtKvu ×∈,  aşağıdaki elemanter dönüşümlerin bir dizisi 

( )vu, ’yi ( )vu ˆ,ˆ ’ye dönüştürür.  

(i) Bu diziye göre polinomların maksimum dereceleri her adımda azalır.  

(ii) ET  lerin dizisiyle ( )vu ′′,  de maksimum dereceler azalmaz  

(i) Eğer u  ve v  aynı en büyük dereceli terimlere sahip ise ( ) ( )vvuvu ,, −→  

dönüşümü ile maksimum dereceler azalır. 

 

İspat: ET ’nin bir dizisi azalmadan önce maksimum dereceyi yükseltiyor veya 

olduğu gibi bırakıyorsa bu dizide ET ’nin bir çift alt dizisi olmalıdır. Bu çiftin biri 

maksimum dereceyi arttırır veya olduğu gibi bırakır ve diğeri ise onu azaltır. Sonuç 

olarak pik her zaman azaltılabilir. Başka bir deyişle maksimum derece ET ’nin bir 

dizisi ile azaltılabilir. Maksimum derece tek bir ET  ile de azaltılabilir.  

( ) [ ] [ ]tKtKvu ×∈,  polinomların bir çifti ve ( ) ( )vu degdeg ≤ , 1α  ve 2α  

ET ’nin iki alt dizisi olsun. 

ET (1) ( ) ( )vvuvu k ,.,:1 µα +→ ; 2,* ≥∈ kKµ  

1α , ( ) ( )vu degdeg ≤  olduğundan maksimum dereceyi artırır. Bu durumda bir 

lineer ET  maksimum dereceyi azaltamadığından 2α  için iki durum söz konusudur.  

(a) ( ) ( )( )mkkk vuvvuvvu .,.,.:2 µλµµα +++→+ ; 2,* ≥∈ kKλ  maksimum 

derece artar. Bu da varsayımımızla çelişir. 
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(b) ( ) ( )vvvuvvu mkk ,..,.:2 λµµα ++→+ , 2α ’nin maksimum dereceyi azaltması 

için mk vv .. λµ −=  olmalıdır. Bu durumda 1
12
−= αα  olup pik indirgemesi 1α  ve 

2α ’nin etkisini kısaltır. ( 1.. 1
1121 == −αααα ) 

( )2ET  ( ) ( )kuvuvu .,,:1 µα +→ ; 2,* ≥∈ kKµ   

Eğer ( ) ( )kk uuv deg.deg =+ µ  ise 1α , maksimum dereceyi arttırır. 

( ) ( )vu degdeg ≤  olduğundan 1α , maksimum dereceyi değiştirmeyecek şekilde 2α  

için iki durum söz konusudur.  

(a) ( ) ( )mkk uuvuuvu ..,.,:2 λµµα ++→+   

Eğer 2α  maksimum dereceyi azaltırsa km ≥  olacaktır. Eğer km =  ise 21.αα , bir 

tek ET  ye eşittir. ( ) ( )uku k deg.deg = , ( ) ( )umu m deg.deg =  km = ’nin uygun 

seçimiyle ( ) ( )kmk uvuuv .deg..deg µλµ +<++  

Eğer km >  ise 2α ’nin maksimum dereceyi azaltması için ( ) ( )vu degdeg  olmalıdır. 

Bu durumda 2α  tek başına ( )vu, ’nin maksimum derecesini azaltır.  

(b) ( ) ( )( )kmkk uvuvuuvu .,...,:2 µµλµα +++→+ ; 2α , bu çiftte ilk polinomun 

derecesini değiştirir ve bu maksimum derece değildir. 

ET (3) 1α , lineer olmak üzere 

( ) ( )vbubvauavu ..,.,: 21211 ++→α ; Kbbaa ∈2121 ,,,  için iki durum söz 

konusudur.  

(a) ( ) ( )( )kvauavbubvauavbubvaua 21212121212 ...,.,: ++++→++ µα  

1=k  ise 2α  lineer ve 21αα , yalnız bir ET dir. 

1>k  ise 2α  maksimum derecesini azaltacak şekilde 02 =a  olmalıdır. Bu durumda 

bir tek ET  ile ( )vu, ’nin maksimum derecesi azalır.  

(b) ( ET 1)’in 2α  içinde durum benzerdir. 2α ’nin ( ET 1) tipinde olması durumu 

tamamen aynıdır. 

Böylece yukarıdaki durumların her biri düşünüldüğünde eğer pik indirgemesi 

varsa dizideki ET  lerin sayısını azaltabiliriz.  
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Önerme 4.2.3: ( ) ji

mnjnim
ij

mn yxcbyaxyxp ∑
≤+

++=, ; Kcba ij ∈,, , 0,,0, ≠> baji  

olsun. m , n ’yi n , m ’yi bölmesin. O zaman ( )yxp , ’nin derecesini azaltabilecek 

[ ]( )yxKAut ,∈α  otomorfizmi yoktur. 

 

Önerme 4.2.4: ( ) ji

mnjnim
ij

mn yxcbyaxyxp ∑
≤+

++=, ; Kcba ij ∈,, , 0,,0, ≠> baji  

formunda bir polinom olsun.  

Bir β  elemanter veya lineer otomorfizm, ( )yxp , ’e uygulanarak aynı formda 

bir polinom elde edilir. nm  veya mn  durumlarda knm =  olur ve  
kyxx .: µβ +→ ; *, Kyy ∈→ µ  

dir. 

 

İspat: Bu durum bir lineer otomorfizm için açıktır. β , bir elemanter otomorfizm 

olsun. O zaman 

 
kyxx .: µβ +→ ; *, Kyy ∈→ µ , 2≥k  (4.1) 

)

()),((

)(
1

1

)(
1

1

jsiks
i

s
ij

jkiii

mnjnim
ij

inki
n

i
ij

mknnn

yxa

yxcyxbbyyaaxyxp

+−
−

=

+

≤+

−
−

=

∑

∑∑

+

+++++= µµβ

 
 

Burada üç durum söz konusudur.  

mkn <  (4.1) de ji yx ’nin her monomialinin mnjnim ≤+  ye sahip olduğunu 

göstermeliyiz.  
( ) jsiks yx +−  formundaki monomialler için bu durum açık değildir. 

jnsiknsmnjsikkm +−+=+−+ )())((   
mkn <  olduğundan ( ) ( )simsmsiknkm −+<−+  olur. Bu yüzden  

mnnjminjsikkm ≤+<+−+ ))((  
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mkn >  bu durumda ( )),( yxpβ ’nin en büyük dereceli kısmı knnn yaax µ+ , 

(4.1) deki her ji yx  monomialinin 2knjnikn ≤+  sahip olduğunu göstermeliyiz. 
( ) jsiks yx +−  formundaki monomialler için 

 

( )( ) jnkninjsikskn +=+−+                                                                     (4.2) 

olduğunu göstermeliyiz. mnjnim ≤+  nin her iki tarafını 
m
kn  ile çarpalım. 

mn
m
knnjmi

m
kn .)( ≤+

 

2
2

kn
m

jknkni ≤+
 

mkn >  olduğundan n
m

kn
>

2

 

2knjnkni ≤+  
Bu durumda (4.2)’ün ispatı tamamlanmış olur.  

(c) mkn =  en büyük dereceli terim olan my ’i yok eden kyxx .: µβ +→ ; 
*, Kyy ∈→ µ  olması durumu dışındaki ET  ler için önceki durumlar söz konusu 

olur.  

 

Önerme 4.2.3 ispatı : ( )yxp , ’i ( )yxq , ’e dönüştüren bir [ ]( )yxKAut ,∈α  kabul 

edelim. ( )yxp ,  polinomunu bir değişkenli parametrik polinom şeklinde yazalım. O 

zaman ( ) ( )( ) [ ] [ ]tKtKtptp ×∈0,,,0  olur.  

Temel otomorfizmlerin bir dizisinde α  otomorfizmine uygun gelecek 

polinomun derecesini azaltacak bir elemanter otomorfizm olmalıdır. Elemanter 

otomorfizmler dizisinde dereceyi azaltan elemanter otomorfizmin uygulanabileceği 

ilk yer bulunmalıdır. Bu otomorfizmin 
*,;.: Kyyyxx k ∈→+→ µµβ  

formunda ve bir ( )yxp ,~  polinomuna uygulandığını varsayalım.  
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( ) ji

nmnjmi
ij

mn yxcybxayxp ∑
≤+

++=
~~~~

~~ ~~~,~  olsun. 

( )yxp ,~  polinomunun derecesini azaltan β  otomorfizm uygulanarak mnk ~~.~
=  ve  

*K∈υ  dur. ( kab −~~,υ  olabilir)  

( ) ( )vvuvu k ,., υ+→  formundaki ET ’nin ( ) ( )( )0,~,,0~ tptp  polinomlarının 

çiftine uygulanarak derecelerinin maksimumu azalır. 

Önerme 4.2.2 den ( ) ( )( )0,,,0 tptp  polinomların maksimum derecelerini azaltan bir 

ET  vardır. Bununla birlikte verilen Önerme 4.1.l’in hipotezi bunun mümkün 

olmadığını gösterir.  

   

Önerme 4.1.1 ispatı: Öncelikle p  ve q ’nun her ikisinin [ ]yxC , ’nin 

otomorfizmleriyle dereceleri azaltılamayan kanonik modellere sahip olduğunu 

göstermeliyiz. Polinomların her ikisi  

 

                                    ji

mnjnim
ij

mn yxcbyax ∑
≤+

++ ; 0, ≥nm                                     (4.3)  

 

formundadır. Eğer nm  veya mn  ise uygulanan bir elemanter otomorfizm ile 

polinomun derecesini azaltabiliriz. Bu elemanter otomorfizm kolayca bulunabilir. 

Eğer mkn =  ise kyxx .: µβ +→ ; n byy −=→ µ,  otomorfizmi uygulanır. 

Bu şekilde devam ederek ( nm < ) (4) formunda bir polinom elde edilir. Diğer 

polinomda dereceleri m′ ve n′  aynı forma azaltılır.  

nm ′<′  kabul edelim. Eğer nn =′ , (Teorem 4.1.1 ile ) ( )yxp , ’i ( )yxq , ’ye 

dönüştüren [ ]yxC , ’nin otomorfizmi yoktur. Eğer nn =′  ise p ’ye q ’ya dönüştüren 

bir otomorfizm olması için gerek ve yeter koşul 

( ){ } ( )
n
mfxfyyxx <+→→ deg,,  formundaki bazı otomorfizmler ile bir lineer 

otomorfizmin bileşkesi p ’yi q ’ya dönüştürebilir olmasıdır. 
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Eğer bu mümkünse ( )xf  polinomunun sabitlerini düşünmeliyiz. Polinom 

denklemlerinin bir sisteminin C ’de bir çözümü vardır. Gröbner bazının iyi bilinen 

algoritması uygulanarak yapılabilir. Bu algoritma genellikle yavaştır. Bununla 

birlikte Önerme 4.1.1 özel durumu vardır. Tamamında bu algoritmayı uygulamak 

zorunda değiliz. Bu durumda eğer verilen polinom bir koordinat yani x ’in otomorfik 

görüntüsü ise mümkündür. Bu durumda (4.3) formunda bir polinom alındığında 

polinomun düzenli olması için gerek ve yeter kosul ( ) 1,max =nm  olmasıdır.  

 

Teorem 4.1.2 ispatı: Zaidenberg ve Lin [ ]16  nin bir sonucuna göre [ ]yxC , ’nin bazı 

otomorfizmleri ( )yxp , ’i yxk − ’e ( ) 1, =lk  götürür. { }0=− yxk  polinom 

fiberinin bir değişkenli parametrizasyonu ktytx == ,  dır. Bu yüzden baştaki 

açıklama ile ( ){ }0, =yxp  fiberi ( ) ( )tvytux == ,  parametreli kabul edilir ve bir ET  

dizisi ( ) ( )( )tvtu , ’i ( )ktt , ’ya dönüştürür. Böylece maksimum dereceler bir 

polinomlar çiftinde her adımda azalır bazen maksimum derece birkaç adımda 

değişmez. (Teorem 4.1.2 nin (a) ve (c) ispatı tamamlandı.) ET  dizisinde geçen ET  

maksimum dereceyi azaltır. O zaman dizideki maksimum dereceyi azaltan son ET  

alınır. Yani bu ET  nin uygulamasından sonra derecelenir. Böylece { }kk, , 

{ }lk, ,{ }ll,  olan bir polinom çifti elde edilir. 

Yani bir polinom çiftinin en az birinin { }kkm,  veya { }mll,  ( )2≥m  dir. Bu 

durumda k  veya l  polinomlar çiftinde maksimum dereceyi böldüklerinden iki 

değişkenli polinomun derecesini de bölerler. 

Teoremin (b) kısmı benzer şekilde ispatlanır.  
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4.3.Polinom Otomorfizmlerinin Grubunun Parçalanışı 

 

Bu bölümde, arttırma ile bir serbest çarpımda [ ]( )yxKAut ,  grubunun yeni bir 

parçalanışını üretmek için pik indirgeme metodunun bir uygulamasını vereceğiz. 

Arttırma ile serbest çarpımda bunu izleyen iyi bilinen analizler vardır.  

 

[ ]( ) AÜAfÜÜAfyxKAut AÜAfÜÜAf ∩∩ == **,                                           (4.4) 

 

Analizimiz daha simetrik bir forma sahiptir.  

 

Teorem 4. 3.1.  

[ ]( ) TAÜTÜÜTAÜTÜÜyxKAut AfTAÜTÜÜ **, == ∩                     (4.5) 

 

Yöntemimizin diğer modeli olarak TÜÜ  ve TAÜ  gruplarının içindeki lineer 

olmayan otomorfizmlerini ayıracağız.  

[ ]yxK , ’de polinomların çiftine uygulanan ET  leri tanımlayalım. 

(E1) ( ) ( ) 2,;,., * ≥∈+→ kKavvauvu k  

(E2) ( ) ( )kuavuvu .,, +→  

(E3) Afin dönüşümler  

Kccbbaacvbubcvauavu ∈++++→ 21121221121 ,,,,,);,(),(
2   

Bu elemanter dönüşümler Jung ve Vander Kulk un teoremi ile [ ]( )yxKAut , ’e 

izomorfik olan bir grup üretir. 

 

Lemma 4.3.1. (E1) ve (E2)’nin dönüşümleri tarafından üretilen grup (E1) 

dönüşümleri tarafından üretilen alt grubu ile (E2) dönüşümleri tarafından üretilen alt 

grubunun bir serbest çarpımıdır. Bu altgruplar abelyendir. 

 

İspat: İspatı yaparken pik indirgeme tekniğini kullanacağız. Yani 
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ET ’nin bir dizisi azalmadan önce ( ET 1 veya ET 2) maksimum dereceyi 

yükseltiyor veya olduğu gibi bırakıyorsa dizide ET ’nin bir çift alt dizisi olmalıdır. 

Bu çiftin biri maksimum dereceyi arttırır veya olduğu gibi bırakır ve diğeri ise onu 

azaltır. Sonuç olarak pik her zaman azaltılabilir. ( )vu, , [ ]yxK , ’nin polinomlarının 

bir çifti ve vu degdeg ≤  ve 1α  ve 2α , ( )vu, ’ye uygulanan ET  nin iki alt dizisi 

olsun. 

(1) ( ) ( ) 2,;,.,: *
1 ≥∈+→ kKavvauvu kα  

1α , kabulümüz vu degdeg ≤  olduğundan maksimum dereceyi arttırır. Bu durumda 

2α  için iki durum söz konusudur. 

(a) ( ) ( )( ) 2,,..,.,.: *
2 ≥∈+++→+ mKbvubvvuvvu mkkk µµµα  maksimum 

derece artar bu da kabulümüzle çelişir. 

(b) ( ) ( )vvbvuvvu mkk ,..,.:2 ++→+ µµα  

2α ’nin maksimum dereceyi azaltması için mk vbv .. −=µ  olmalıdır. Bu durumda 
1

12
−= αα olup pik indirgemesi 1α  ve 2α ’nin etkisini kısaltır.  

(2) ( ) ( ) 2,;.,,: *
1 ≥∈+→ kKauavuvu kα   

Eğer ( ) ( )kk uuav deg.deg =+  ise 1α  maksimum dereceyi arttırır. Bununla 

birlikte vu degdeg ≤  olduğundan 1α , maksimum dereceyi değiştirmeyecek 

şekildedir. O halde 2α  için iki durum söz konusudur.  

(a) ( ) ( )mkk ubuavuuavu ..,.,:2 ++→+α   

Eğer 2α  maksimum dereceyi azaltırsa km ≥  olacaktır. Eğer km =  ise 21αα , 

bir tek ET  ye eşittir. Eğer km >  ise, 2α  maksimum dereceyi azaltması 

için vu degdeg  olmalıdır. Bu durumda 2α  tek başına ( )vu, ’nin maksimum 

derecesini azaltır. 1α  ve 2α değiştirilebilir. 

(b) ( ) ( )( )kmkk uavuavbuuavu .,...,:2 +++→+α  

2α , bu çiftte ilk polinomun derecesini değiştirir ve bu maksimum derece değildir. 

Böylece ET  nin bir çarpımı verildiğinde αα 1−  formundaki ET 1 veya ET 2 nin 

ET  çiftlerinin etkisini kısaltır. Aynı tipin ET  leri değiştirilip ET  nin diğer 
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çarpımını verir. Aynı otomorfizm, T  ile verilmiş polinomların bir çiftinin maksimum 

derecesini azaltır. Polinomlar ( ) ( )( )yTxT ,  ile başlanıp, ( )yx,  çifti ile biter. Her 

adımda, seçilen ET , maksimum derecesini azaltabilir ve tektir.  
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